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En ouvrant cette nouvelle « G6om6trie », que M. Andoyer 
a 6crite poiir les Aleves des Ecoles primaires sup^rieures, plus 
d\in lecteur, peut-^tre, se demandera tout d'abord en quoi 
cette G6om6trie differe des autres, et si elle s'adresse a ces 
61eves-la plutot qu'a d'autres; j'essaierai, tout a Theure, de 
r6pondre a ces questions ; je voudrais aussi m'expliquer sur 
les ressemblances que ce livre pr^sente avec d'autres ouvrages, 
fails sur le m^me sujet, pour une autre cat^gorie d'eleves, 
et sur la facon dont, a ce que je crois, un maitre pent se 
servir d'un livre, dans Tenseignement des sciences. 

Ces ressemblances, tout d'abord, faut-il tant les regretter? 
Tout doit-il diff^rer dans les difF6rents ordres de notre ensei- 
gnement, et faut-il enferfiier dans une muraille qu'on ne 
doit franchir ni d'un c6t6, ni de Tautre, tout ce qui se rap- 
porte a I'enseignement primaire, idees, methodes, livres, 
Aleves et maitres? A coup suj, ceux qui ont essay6 d'orga- 
niser I'enseignement primaire superieur ne Tent pas cru : 
ils pensent, probablement, que r6galit6 est une chimere, 
mais ils ne seraient pas fach6s sMls r6ussissaient a r^aliser 
quelque continuity, au moins dans les intelligences. Le jour 
oii cette continuity existerait, oii chacun trouverait a c6t6 de 
soi, un pen au-dessus, ou un peu au-dessous, quelqu'un qui 
le comprit, qui parldt sa langue, qui s'int6ressdt aux m^mes 
id6es, qui eAt des aspirations voisines des siennes, le jour 
oil Ton ne saurait plus distinguer entre les classes sociales, 
ces classes auraient peut-6tre cess6 d'exister. 

Quoi qu'il en soit, pour ce qui est des sujets scientifiques, 
11 y a deux manieres de les enseigner. On pent se borner a 
d^crire des fails, des r6sultats, a faire apprendre des regies. 
G'est cette marche que Ton suit quand on s'adresse k des 
enfants qui ne peu vent prolonger leurs Etudes, et que les 
n6cessit6s de la vie guettent au sorlir de T^cole : on court au 
plus press6, on leur donne les armes indispensables ; on 
choisit parmi les r6sultats acquis ceux qui ont le plus d'im- 



iv PRlSFACE. 

poptance pratique, et Ton s'efForce de les'faire comprendre 
en eux-m^mes, sans en expliquer Tenchainement, sans en 
exposer la th6orie. Poss6der ces r6sullats, ce n'est pas rien: 
il n'est pas inutile de savoir comment on fait une division, 
comment on mesure un champ, ni de savoir que les eaux 
souill6es sent le v6hicule de certaines paaladies, si m^me'on 
ignore les theories de Tarithm^tique, de la g6om6trie, ou de 
la microbiologie. Mais si ces connaissances sent trds utiles 
dans la vie, quand elles restent isol6es, ellesserventpeu pour 
le d6veloppement de Tintelligence. 

G'est ce d6veloppement de Tintelligence, en m^me temps 
que les connaissances utiles, que Ton a eu en vue en errant 
les 6coles primaires sup6rieures ; d^s lors, en organisant ce 
nouvel enseignement, on ne pouvait demander aux maitres 
de se borner a la pure affirmatidn des faits, a de simples 
6nonc6s, k des regies m^caniques : on a voulu que les faits, 
les 6nonc6s, les regies fussent relics, enchain6s, justifies : 
cela, c'est de la th^orie. Et la th6orie, malgr6 tout, on ne 
* pent guere la changer : voici plus de deux mille ans qu'on 
enseigne la g6om6trie ; les efforts des savants et des pro- 
fesseurs n'ont chang6 que pen de chose k cet enseignement. 
C'est, si je ne me trompe, un pedagogue grec qui r6pondait 
aux plaintes de je ne sais quel prince, son 61eve : « II n'y a 
pas de chemin royal en g6om6trie. » Aujourd'hui encore, la 
g6om6trie ne connait pas de classes sociales ; il n'y a pas une 
g6om6trie particuliere pour les petits nobles, les petits bour- 
geois ou les enfants du peuple : tous ceux qui I'apprennent 
doivent se fatiguer aux m^mes abstractions, aux m^mes 
subtilit6s, peiner dans le m6me chemin aride, tortueux et 
encombr6 dans les commencements ; tous doivent avoir 
confiance dans le maitre quand il dit que le but vaut bien le 
mal qu'on se donne pour I'atteindre. 

Ceux qui ont r6dig6 les programmes avaient bien conscience 
de ces difficult6s ; ils n'ignoraient pas que les 616ves pour 
lesquels ils travaillaient n'avaient point une vie a consacrer 
k des speculations curieuses ou sublimes ; ils n'ont pas 
cherch6 a donner k ces 61<^ves le goiit de ces speculations; ils 
ont simplifi6 de leur mieux, 61agu6 ce qu'ils ont pu ; il y 
avait une limite qu'ils ne pouvaient d^passe^ ; j'ajoute qu'ils 
sont rest6s un pen en dera- 
ils n'avaient pas, en effet, a tenir seulement compte de la 
nature m^me des choses, pour r6duire les programmes a ce 
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quHls jugeaient strictement n^cessaire. On se plaint souvent, 
et nqn sans rdison, de T^l^vation de ces programmes, de 
leur longueur, de leur uniformity. Les besoins sont-ils les 
m^mes partout ? Suivant les carri^res auxquelles se deslinent 
les jeunes* gens,, ne Vaudrait-il pas mieux d6velopper ici 
rarithm6tique ou la geometric, la la physique ou la chimie, 
ou I'histoire naturellc ? Ne vaudrait-il pas mieux laisser les 
maitres juges des besoins, des aptitudes de leurs Aleves : 
pourquoi leur imposer partout, du nord au midi, les m6mes 
programmes, les m^mes heures d'enseignement ? La r6ponse 
a ces questions ne serait pas douteuse s'il n'y avait ni examens, 
ni concours. Mais peut-on, par exemple, supprimer les con- 
cours aux ecoles professionnelles ? N'est-il pas juste que 
n'importe quel enfant, oii qu'il soit n6, puisse s'y preparer 
s'il est intelligent et laborieux. Ces concours ont des pro- 
grammes tres 61ev6s, parfois, peut-6tre, trop Aleves; ilfallait 
bien en tenir compte, meme pour ceux des 6l^ves qui ne sont 
pas epcore dans la section qui prepare directement aux con- 
cours : s'ils ne sont pas encore dans cetle section, ils y en- 
treront, peut-Stre, Tan prochain ; il faut discerner ceux qui 
seront capables de le faire, les y aider ; malgr6 tout, pr6parer 
quelqu'un a entrer dans une classe qui prepare a une 6cole, 
c'cst d6ja le preparer un peu a cette 6cole. 

Voila pourquoi les programmes de I'enseignement primaire 
sup^rieur sont un peu plus 61ev6s, peut^tre, que quelques 
bons esprits ne Tauraient souhaite, pourquoi Ton trouve dans 
la G6om6trie de M. Andoyer ce que Ton trouve dans d autrcs 
g6om6tries, et pourquoi elle est plus grosse que Tauteur ne 
I'aurait voulu. 

Ce livre, pourtant, a 6t6 bien r6ellement 6crit pour les 
61feves des 6coles ; on sent que I'auteur est constamment 
pr6occup6 de Tapplication, et de Tapplication precise, pro- 
chaine, immediate. Trop souvent, le professeur qui enseigne 
les 616ments de lag6om6trie n'a en vue que le d6veloppement 
des theories ult6rieures ; c'est a ces theories qu'il a hate 
d arriver pour s'y mouvoir plus a Taise. II ne s'attarde point 
b. montrer, a chaque pas, tout le parti qu'on pent tirer de 
ce qu'on vient d'apprendre; il d6daigoe les petites applica- 
tions qu'on en pent faire et qui n'ont pas grand int6r6t pour 
lui. Ce dedain est souvent excessif, lors meme que I'ensei- 
gnement des 616ments n a pour but que d'initier les Aleves 
aux parties plus 61ev6es de la science. Quand r61eve vient 
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d'appliquer un theoreme a un exemple, il se rend tout'au 
moins un comple trSs exact de son 6nonc6 ; apres quelques 
applications de ce genre, Tenoned se fixe dans son esprit, 
avec line signification precise : Thieve en sait non seulement 
les termes, mais la port6e ; il pourra, de temps en temps, 
oiibliep line demonstration, le fait lui-meme restera grav6 
dans sa t§te : c'est la ce qui importe. M. Andoyer a, en par- 
ticulier, multiplie les applications numeriques, et j'ajouterai 
qu'il en a traite un grand nombre avec un soin extreme. 
Beaucoup des Aleves qui auront son livre entre les mains ne 
se pr6occuperont guere do sa voir que Tauteur est un excellent 
astronome, leurs professeurs ne pourront manquerde s'aper- 
cevoir qu'ils ont affaire a quelqu'un qui sait ce que c'est qu un 
calcul num6rique, qui sait ce que 1 on pent faire sortir des 
donn^es et comment on pent en tirer le meilleur parti. Gette 
Bcience-li est plus rare qu'on ne croit. Qu'on lise, par exemple, 
les Notions de trigonomitrie^ qui figurent, comme le veulent 
d ailleurs les programmes, a la fin de la g6om6trie plane. 
L'6leve qui aura bien compris ces trente petites pages sera 
r6ellement en mesure de resoudre un triangle : il connaitra 
les precautions qu'il faut prendre pour avoir des r^sultats 
aussi approches que les donnees le comportent. A la fin du 
volume, il trouvera une petite table qui lui donnera les 
valeurs naturelles des six lignes trigonometriques, avec une 
precision tres suffisante pour les besoins de la pratique, 
puisqu'elles permettent d'avoir un angle a une minute pr6s. 
Et pourquoi, dira-t-on, les six lignes trigonom^triques? Le 
sinus, le cosinus et la tangente ne suffisaient-ils pas ? Oui, 
sans doute, au point de vue theorique ; mais, quand on veut 
faire un calcul num6rique, il n'est pas sans int^r^t d'eviter 
les divisions et de les remplacer par des multiplications ; 
voila pourquoi M. Andoyer a fait figurer dans sa table les 
inverses du sinus, du cosinus et de la tangente. II y a dans 
nos 6coles, aussi bien qu'ailleurs, des enfants qui ont la cu- 
piosite 6veill6e ; quelques-uns se demanderont sans doute 
comment on pent bien construire une pareille table; ils 
trouveront la r6ponse dans leur Geometrie. II ne pouvait 6tre 
question d'expliquer comment on la construit reellement, ni 
m.^me de r6p6ter les explications, longues et surann6es, que 
Ton donne habituellement, a ce sujet, dans les trigonome- 
tries ; c'est cependant une grande satisfaction pour Tesprit 
que de comprendre tout au moins la possibilite de r6soudre 
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le ppobleme : M. Andoyer s est donn6 la peine d'expUquer 
cotmnent, par le m^me proc6d6 qui peut servir a calculer la 
longueur de la circonf6pence d'un cercle dont on connait le 
rayon, on peut aussi calculer la longueur d un arc dont on 
connait la corde, ou, inversement, la longueur de la corde 
qui sous- tend un arc que Ton connait en degr6s, minutes et 
secondes.. 

Et maintenant, comment faut-il se servir de ce livre ? On me 
pcrmettra de dire d'abord, en g6n6ral, comment, a mon avis, 
on doit se servir des livres dans I'enseignement des sciences. 
C'est une grosse question que celle-la, et qui a bien des c6t6s. 

Quelques-uns rejettent absolument les livres : Tensei- 
gnement, disent-ils, doit Mre exclusivement oral ; rien ne 
vaut la parole du mattre, la parole vivante, qui pr6te sa vie 
aux choses, qui se pr6cipite lorsqu'il s'agit de choses ais6es 
ou d6ja. sues, qui devient lente, solennelle au besoin, quand 
il s'agit de v6rites plus difficiles ou plus importantes, qui se 
colore, rev6t toutes les nuances, se refroidit ou s'6chauffe, 
qui se renouvelle et recommence, jusqu'a ce que le maitre 
voie dans I'attitude de ses Aleves qu'ils ont compris ce qu'on 
leur enseigne. Et Ton ajoute : si le maitre est li6 par un texte, 
quelle personnalit6 mettra-t-il dans son enseignement, quel 
int6ret y apportera-t-il ? L'enseignement sera fig6 dans uri 
moule uniforme et invariable; il ne s'y realisera plus aucun 
ppogres. Ne d^daignez pas ces progres ; leur somme n'est 
pas n6gligeable ; il suffit, pour s'en convaincre, de se reporter 
a ce qu'6tait Tenseignement scientifique il y a trente ou 
quarante ans ; et puis, ils rehaussent le professeur k ses 
propres yeux, ils lui donnent Tillusion d'etre un savant; 
quand il retournera dans sa classe, apres avoir a arrange )) 
ing6nieusement quelque demonstration, il apportera dans sa 
lecon une ardeur, une joie intellectuelle qui se communi- 
quera k ses Aleves et dont ils profiteront : ceux-ci ne seront 
pas sans remarquer ce que leur maitre leur a apport6 de 
nouveau ; son autorit6 grandira, et I'autorit^ du maitre c'est 
la certitude du succes. 

Tout cela est vrai, tellement vrai qu'il faut dire tout 
d'abord que 16 professeur qui pr6feredonnerun enseignement 
exclusivement oral doit rester libre de le faire ; il y a long- 
temps que cet enseignement, dont Thabitude est entr(5edans 
nos moeurs scolaires, donne de bons r6sultats ; personne ne 
souhaite qu'il disparaisse. 
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Mais il convient de regarder d'autres faces de la question. 

11 y a sur les diverses matieres scientifiques de bons livres 
fails avec soin et conscience par des professeurs 6prouv6s, 
quelquefois par de vrais savants, qui n'ont pas d6daign6 de 
montrer qu'ils s'int^ressaient a I'enseignement. Les profes- 
seurs qui enseignent dans les 6coles, dans les colleges, dans 
les lyc6es, se cpoient-ils sup6rieurs k ces auteurs? Assu- 
rement non : sur quelques points particuliers, sans doute, 
lis peuvent mieuxfaire ; mais pourlefonds, pour Tensemble, 
lis n'ont nuUement cette pretention. Or, en fait, le pr^tendu 
enseignement oral consiste tres souvent a substituer tout 
simplement un cours dicU k un livre imprim6. Est-il vrai 
que le professeur pr6cipite ou ralentisse sa parole, qu'il en 
change I'expression, qu'il en nuance le timbre ? Non, il parle, 
malgr6 lui, d'une fa^on egale et monotone, parce que, au» 
trement, les Aleves ne pourraient pas prendre des notes. 
Prendre des notes, cela sonne bien : c'est 6crire sousladict6e 
qu'il faut entendre. Et comment les 6l^ves feraient-ils au- 
trement? Prendre des notes, c'est choisir dans ce que le 
maitre dit, c'est juger ce qu'il dit. Pour cela, il faudraitd6ja 
savoir, ou au moins tout comprendre avec une surety et une 
rapidity qu'il est d6raisonnable de demander aux com- 
mencants : on peut, tout au plus, essayer de leur donner 
lentement, petit a petit, une habitude assur6ment pr6cieuse : 
il y faut beaucoup de patience et de talent, et il convient 
d'ajouter que I'habitude de prendre des notes n'acquiert tout 
son prix que pour ceux qui suivront plus tard un enseignement 
61ev6, oCi la leQon orale s'impose. Done, trop souvent, le 
maitre parle sans accent : s'il s'6chauffe, I'eleve docile, qui 
ne peut le suivre, pose sa plume et regarde la bouche b6e, 
d'autres frottent le plancher de leurs pieds ; le maitre sourit 
ou se fache, et reprend son ton 6gal et monotone ; alors 
reieve, satisfait de pouvoir 6crire a son aise, aligne machi- 
nalement ses mots et suit la dict6e sans 6couter autrement 
la parole qui le berce et endort son activity ; plus tard, il 
essaiera de comprendre, de comprendre ce qu'il y a dans uil 
cahier, au lieu de comprendre ce qui est dans un livre ; oil 
est le b6n6iice, et ne m'a-t-on pas accord6 que, en general, 
le livre vaut bien ce'qu'il y a dans le cahier? Pour le travail 
personnel, pour Tactivite intellectuelle, la classe a 6t6 en- 
tierement perdue, et la vertu propre de I'enseignement oral, 
que Ton vantait tant, s'est trouv6e nuUe. 
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Mais, parmi ceux qui pr6canisent Tusage des livres, qui 
done a jamais parl6 de suppriraer cet enseignement ? Qui a 
jamais conseill6 au maitre, quel qu'il soit, de dire k ses 
Aleves, <( poup la prochaine lecon, vous apprendrez de la 
page tant a la page tant, » et de leur faire reciter ensuite 
cette legon, comme s'il s'agissait dune fable de La Fontaine? 
Je ne crois pas, pour ma part, que Tusage bien entendu d'un 
livpe favorise en rien la paresse du maitre. 

Que celui-ci, tout d'abord, choisisse un livre qui lui plaise, 
en g6n6ral; s'il y a quelques pages, ici ou 14, qui ne soient 
pas de son goiit, ce n'est pas un grand inconvenient. Qu'il 
explique ensuite ce livre ; ce sera la vraie leQon ; pendant ce 
temps, les 616ves ne prendront que quelques notes, trfes 
courtes; ils feront, de leur c6t6, les calculs ou les figures. 
Le maitre parlera a son aise, sans 6tre g^ne par le bruit 6gal 
des plumes qui courent sur le papier, ou par les silences 
soudains qui se font parfois : il parlera en mettant le ton, 
Qu'il regarde ces 616ves, pour voir s'ils comprennent, et non 
s'ils 6crivent; qu'il recommence s'il n'est pas compris ; qu'il 
d6veloppe ou qu'il abrege, suivant les cas. Qu'il s'inler- 
rompe, qu'il fasse reppendreoucontinuerune demonstration, 
qu'il fasse collaborer ses Aleves k son enseignement. Ceux-ci, 
au sortip de la classe, sauront a moiti6 leur lecon; en relisant 
leur livre, oij les choses sont ditesd'une facon peut-^treplus 
s^cbe et plus concise, les explications de leup maitre se re- 
pr6senteront k leur esprit, I'accent de sa parole retentira 
encope dans leurs oreilles, ils comprendpont, ils sauront 
bientot. A la leQon suivante, le maitre interpogera ; il s'assu- 
pera que la legon pp6c6dente est bien sue, bien comppise ; il 
fera faire des applications, des problemes; ilen aupa le temps 
qui, autrement, lui manquait. Aupa-t-il moins de peine que 
s'il avait dicti son coups ? Tous ceux qui ont un peu la ppa- 
tique de I'enseignement savent bien le contraire : rien n'est 
plus fatigant que d'interpogep, de suivpe k la fois sa propre 
pens6e et celle des autpes. 

Et si, papfois, le maitre juge qu'une d6monslpation de 
son auteur est mauvaise ou impapfaite, lui sera-t-il d6- 
fendu de la changer, et de tpouver la cette legitime satis- 
faction d'amoup-ppoppe, cet accpoissement de la confiance 
de ses Aleves dont on paplait plus haut? En aucune fagon, 
et s'il a beaucoup d'opiginalit^ dans I'esppit, ou qu'aucun 
livpe ne le satisfasse, qu'il en compose un Iui-m6me, ou 
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bien qu'll fasse autographier son cours; tout cela est sou- 
haitable. 

Je vais un peu plus loin encore ; quand les Aleves sont d6]k 
entraines, quand le sujet est d^brouille ou facile, je trouve 
bon que le maitre leur fasse apprendre dans le livre des 
choses qu'il n'a pas expliqu6es, soit qu'il ait consacr^ le 
temps de sa legon a expliquer un point particulier sur lequel 
il voulaitinsister davantage, soitm^me qu'il n'ait fait aucune 
lecon. II importe d'babituer les Aleves a apprendre les choses 
dans un livre, seuls, sans le secours du maitre. Cela est bien 
plus important encore que de savoir prendre des notes. Leurs 
maitres, les Aleves vont les quitter ; ne devront-ils plus ac- 
croitre leurs connaissances , ou mtoe, tout simplement, 
apprendre a nouveau ce qu'ils ont d6ja appris? lis n'auront 
plus d'autre ressource que le livre, le livre muet. Apprenez- 
leur done a s'en servir, et hatez-vous, le temps que vous 
avez k donner a vos 61eves est compt6 ; bientot, elle va leur 
manquer, cette merveilleuse suggestion de la parole du maitre, 
de cette parole qui p6nMre les durs cerveaux, qui les fait 
vibrer, qui fait croire qu'ils pensent a ceux qui 6eoutent. 
J'ai rencontr6, plus d'une fois, des jeunes gens a qui cette 
suggestion avait 6t6 fatale, qui, habitues a un enseignement 
oral trop parfait, en avaient gard6 une sorte de paresse intel- 
lectuelle, a qui Texcitation de la parole du maitre manquait, 
comme celle de Talcool au buveur, et qui ne trouvaient plus 
aucun go^i k la science des livres. 

J'ajouterai que I'usage du livre permet de donner a Ten- 
seignement plus de souplesse. Le maitre qui fait sa legon, et 
qui entend que les Aleves se bornent a cette lecon, est oblig6 
de la composer pour la moyenne de ses auditeurs : pour une 
bonne partie de ses6lfeves, il d^passe la mesure, ou ne I'atteint 
pas. S'il sc sert d'un livre, il pent doser la matiere suivant 
les intelligences et le but a atteindre, dire aux uns a vous 
apprendrez ceci », aux autres, « vouspourrez passer cela ». 

Dans ces conditions, I'usage d'un livre n'a pas d 'incon- 
venient, m^mes'il est un peu trop complet, et le maitre, s'il 
a quelque psychologie et quelque initiative, pent rem^dier a 
I'uniformite des programmes. 

Je n'ai plus que quelques mots a ajouter, et qui concernent 
particuli^rement le livre de M. Andoyer : il est pr6cis6ment 
de ceux qui ne d^passent pas les programmes, mais qui ne 
restent pas au-dessous, et ce que je viens de dire, en general, 
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trouve ici son application. Le maitre, en g6n6ral, devra 
choisir, indiquer a ses Aleves, qui ne peuvent le savoir, ce 
qui est essentiel, indispensable^ et ce qui est d'ordre plus 
61ev6 : il examinera attentivement les Exercices, auxquels 
I'auteura apport6 un soin tr^s particulier; il dira a tons, 
« faites ces applications qui sont faciles, » a quelques-uns, 
« acharnez-vous apr^s ces problfemes, vous ne perdrez pas 
votre temps et vous aiguiserez votre esprit, vous accroitrez 
vos forces ». li aura parfois k d^velopper certaines remarques, 
qui ne sont, sous une forme modeste, ni sans philosophic, 
.ni sans profondeur. Qu'il lise, par exemple, les premieres 
pages, et il trouvera quelques principes de logique scieiiti- 
fique, qui ne pr^senteront pour lui aucune difficulty, mais 
qui eifraieront peut-6tre un debutant. 11 rassurera ce dernier, 
il lui dira, « attendez un pen, allez en avant, et nous verrons 
bientdt, a Toccasion, ce que I'auteur a voulu dire, pourquoi 
il a plac6 ces remarques au d6but, et comment el les 6vitent 
d'ennuyeuses et de continuelles redites ». Ce livre, compos6 
par un veritable savant, n'est pas fait pour que Thieve se 
passe du maitre ; que ceiui-ci s'en convainque, et je suis sAr 
qu'il tirera le meilleur parti de la G6ora6trie de M. Andoyer. 

Paris, le 3 mai 1894. 

Jules Tannery, 



GEOMETRIE 



NOTIONS PRELIUNAIRES 



§ !•'. — Definitions et g^ndralit^s. 

1. — Une portion limit^e quelconque de Tespace est 
un volume. G*est ainsi qu'on appelle volume d'un corps la 
portion de Tespace occup^e par ce corps. 

Une portion quelconque d'un volume est elle-m^me un 
volume : ceci r^sulte de la definition m6me. 

La limite d'un volume, c'est-k-dire ce qui s^pare ce 
volume de Tespace qui Tentoure, est la surface de ce 
volume. 

Une portion quelconque de la surface qui limite un vo- 
lume est appelle elle-m6me une surface. 

La limite d'une surface est une ligne. 

Une portion quelconque d'une ligne est elle-m6me une 
ligne. 

La limite ou Textr^mit^ d*une ligne est un point. 

Deux lignes peuvent se rencontrer ou se couper: comme 
on pent les supposer partag6es en portions limit^es Ik oh 
elles se coupent, il en r^sulte qu'elles se coupent en un 
point, ou que leur intersection est un point. 

Deux lignes peuvent, d'ailleurs, se couper en plusieurs 
points, si elles se rencontrent plusieurs fois. 

Deux surfaces peuvent, de mfime, se couper : comme 
on pent les supposer partag^es en portions limit^es \h oh 
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elles se coupent, il en r^sulle que leur intersection est une 
ligne. 

Si, par exemple, on considfere une poulre, les six faces 
de celle poulre constituent sa surface, et chacune d'elles 
est une surface. Ges surfaces sont liniit6es par leurs inter- 
'seclions mutuelles qui sont des lignes qu'on appelle aretes. 
Les ar6tes sont elles-m6meslimit6es Ik oti elles se coupent 
mutuellement en des points qui sont les sommets. 

2. — On congoit clairem^t, d'apr^s ce qui pr6cfede, 
que Ton pent inversement consid6rer une ligne comme le 
lieu des positions successives d'un point qui se meut dans 
Tespace suivantuneloi determin^e. Dem^me, une surface' 
pent 6lre consid^r^e comme engendr^e psy? le mouvement 
d'une ligne mobile, qui pent, d'ailleurs, se deformer en 
mfime temps d'une fagon continue, et chaque point de 
cette ligne d6crit alors lui-m6me une ligne situ6e sur la 
surface. 

De m^me enfin, le mouvement d*une surface mobile et 
qui pent se deformer d'une fagon continue, engendre un 
volume. 

3. — L'ensemble fopm6 par un certain nombre de 
volumes, surfaces, lignes ou points determines, porte le 
nom de figure. 

Deux figures sont dgales, si on pent les superposer de 
fagon qu'elles coincident dans toutes leurs parties. 

La giomitrie a pour objet T^lude des propri^t^s des 
figures, et, en parliculier, la mesure de leiir 6lendue. 

4. — Avant d'aller plus loin, il est n^cessaire de d^finir 
certains termes employes courammenl en g^om^trie, et 
plus gen^ralement dans toutes les sciences math^matiques. 

Un axiome est une proposition 6vidente. 

Un tkeoreme est une proposition dont la v6rit6 n'ap- 
parait clairement qu'k la suite d'un raisonnement appele 
demonstration* 

Un corollaire est une proposition dont la verite r^sulte 
presque imm6diatement d'un th6or^me qu'on vient de 
d^montrer. 

Un lemme est un th^orfeme pr61iminaire a I'aide du- 
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quel on peut d^mpnlrer un Ih^or^me plus important. 

Un probleme est une question qu'il faut r^soudre. 

5. — En g^n^ral, dans une proposition, on peut dis- 
tinguer une hypotkese et une conclusion. Gonsid6rons, 
par exemple, r6nonc6 suivant : Si deux angles adjacents 
ont leurs cdtes exterieurs en ligne droile, ils sont supple- 
mentaires; Thypothfese est que les deux angles adjacents 
donnas ont leurs c6t6s exterieurs en ligne droite ; la con- 
clusion qui r^sulte de cette l^poth^se apr^s demonstration, 
est que les deux angles donnas sont supplement aires. 

Une telle proposition etant donnee, on peut enoncer 
trois autres propositions qui s*en deduisent de la fagon 
suivante : 

J ° Si Ton prend pour hypoth^se et pour conclusion res- 
pectivement la conclusion et Thypothfese de la proposition 
directe donn^e, on forme la proposition reciprogue de 
cette derni^re. 

Exemple : la r^ciproque de la proposition cit^e plus haut 
s'enonce ainsi : 

Si deux angles adjacents sont suppl&mentaires, leurs 
c6t4s exterieurs sont en ligne droite. 

2° Si Ton prend pour hypoth^se et pour conclusion res- 
pectivement les contraires de I'hypoth^se et de la con- 
clusion de la proposition directe donn^e, on forme la 
proposition contraire de cette derni^re. 

Exemple : la proposition contraire de la proposition 
citee plus haut s'^nonce ainsi : 

Si deux angles adjacents n'ont pas leurs cdtds exterieurs 
en ligne droite, ils ne sont pas supplementaires. 

3* Si Ton prend pour hypoth^se et pour conclusion res- 
pectivement les contraires de la conclusion et de Thypo- 
th^se de la proposition directe donn^e, on forme la pro- 
position riciproque contraire de cette dernifere. 

Exemple : la proposition r6ciproque contraire de la 
proposition citee plus haut s'^nonce ainsi : 

Si deux angles adjacents ne sont pas suppldmentaires, 
leurs cdtds exterieurs ne sont pas en ligne droite, 

Cette proposition est h. la fois r^ciproque de la propo- 
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silion conlraire et conlraire de la proposition r^ciproque. 

On voil imm^dialement que deux propositions r^ci- 
proques ou contraires Tune de I'autre ne sont pas n6ces- 
sairement vraies ou fausses en mfime temps. Mais les 
propositions r^ciproque et contraire d*une proposition 
donn^e sont n6cessairement vraies ou fausses en m^me 
temps, de m6me que la proposition directe et sa propo- 
sition r^ciproque contraire. 

Si, par exemple, on admet comme vraie la proposition 
envisag^e plus haut, la proposition r^ciproque contraire 
sera vraie aussi n6cessairement : car, si les deux angles 
donnas non suppl^nientaires pouvaient avoir leurs c6t^s 
ext($rieurs en ligne droite, ils seraient suppl6mentaires, 
d'apr^s la proposition direcite ; Thypoth^se faite, condui- 
sant k une absurdity, doit.^tre rejet6e, et par suite les 
deux angles ne peuvent pas avoir leurs c6l6s ext^rieurs 
en ligne droite. 

Remarquons encore qu'une proposition pent souvent 
6tre enonc^e sous la forme type que nous venons d'envi- 
sager de plusieurs fagons diff^rentes : elle est alors sus- 
ceptible de plusieurs propositions r^ciproques ou con- 
traires, dont les unes peuvent 6tre vraies et les autres 
fausses. 

Ainsi, nous dtoontrerons le th6orfeme suivant : Si deux 
lriangle& sont dgaux, leurs cdtis et leurs angles sont dgaux 
chacun a chacun, Entre autres r^ciproques, on pent 6noncer 
les deux suivantes : 

1° Si deux triangles ont leurs c6t6s 6gaux chacun h 
chacun, ils sont 6gaux; 

2** Si deux triangles ont leurs angles 6gaux chacun h. 
chacun, ils sont 6gaux. 

La premiere de ces deux propositions est vraie, la se- 
conde est fausse. 

§ 2. — La ligne droite et le plan. 

6. — La plus simple de toutes les lignes est la ligne 
droilCf dont chacun de nous a une claire notion, et dont 
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un fll tendu (un fil h plomb en ^quilibre, par exemple) 
nous pr^sente Timage. 

On (lit souvent, par abr^viation, une droite au lieu 
d'une ligne droile. 

AXIOME 

Deux points d^terminent une droite. 

Gen'esllk, eri effel, qu*une fagon particuli^re depr^ciser 
la notion que nous avons de la ligne droite, et qui nous 
montre clairement que par deux points on peut faire passer 
une ligne droite et une seule ; que, par suite, deux droites 
qui ont deux points communs coincident dans toute leur 
6tendue, et que deux droites distinctes ont, au plus, un 
point commun. 

Nous concevons immMiatement la ligne droite comme 
prolong^e ind6finiment dans les deux sens, et, h moins 
que le contraire ne soit sp6cifi6, nous supposerons toujours 
les droites illimitdes dans les deux sens. 

En geometrie, on indique un point par une lettre, une 
droite par deux lettres correspon- 
dant k deux de ses points : ainsi, 1 ^ 

on dit la droite AB {fig, 1). Fig. i. 

Une ligne et g6n6ralement une 
figure quelconque est d^sign^epar autant de lettres qu'il 
faut pour ^viter toute ambiguity. 

Une demi-droite AB {fig. 2) est 
une ligne droite illimit^e dans un ^ 5 

sens seulement, et termin^e par Fig. 8. 

suite en un point A qu'on appelle 
Vorigine de la demi-droite. Pour designer une demi- 
droite, on 6nonce la lettre de son origine suivio de la 
lettre qui correspond k Fun quelconque d'un de ses points. 

Un segment de droite AB (fig. 3) 
est une ligne droite limit^e en I 5 

deux points. On le d6signe en Fig. 3. 

nommant successivement les let- 
tres de ses deux extr6mit6s. Si, pour une raison quel- 



5 NOTIONS PRfiLIMINAIRES. 

conque, on est amen^ h. consid^rer le segment AB comme 
d^crit par un point mobile se mouvant dans un sens 
d^lermin^, de A vers B par exemple, alors le point A est 
appel6 Vorigine du segment, et B en est Vextrimiie; en 
le d^signant, on 6nonce en premier lieu la lettre de 
I'origine. 

7. — L*6lendue d'un segment de droite est sa longueur. 
On confond souvent dans le langage les sens des mots 
segment et longueur. 

n est facile de comparer deux segments donnas AB et 
CD, en remarquant que deux droites quelconques peuvent 
^tre amen^es k comcider entiferement, directement ou 
apr^s retournement, et ne cessent pas de coincider par 

glissement. Faisons coincider les 

A D'B E droites ind^flnies AB et CD, de 

^ fagon que les demi-droiles AB et 

c i) CD coincident elles-m^mes. Le 

Fig. 4. point D occupera alors une cer- 

taine position D' sur la droite AB, 
et D' sera du m6me c6t6 de A que B. Si D' coincide avec B, 
les segments sont ^gaux ; si D' est enlre A et B, le seg- 
ment CD est plus petit que le segment AB (c*est le cas de 
la figure 4) ; si D' est au delk du point B, le segment CD 
est plus grand que le segment AB. 

Si Ton porte CD sur la droite AB, k la suite de AB 
en BE, le segment AE est la somme des deux segments AB 
et CD; inversement, BE ou CD est la difference des seg- 
ments AE et AB. 

Pour abr^ger, nous emploierons les signes de Talg^bre, 
et nous ^crirons : 

AB=GD que Ton enonce AB ^gale CD ou ^gal k CD ; 

AB>CD — AB plusgrandqueCDousup^rieurACD; 

AB<CD — AB plus petit que CD ou inferieur k CD; 

AE=AB + CD — AE egale AB plus CD ; 

CD=AE — AB — CD 6gale AE moins AB. 

Nous ferons de mtoe dans tons les cas analogues. 
Si Ton avait h. cherchep le r^sultat deplusieurs additions 
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ou souslraclions successives de segments, on r^p^terait 
autant de fois qu'il serait n^cessaire les op^ralions que 
nous venons d'indiquer. 

8. — Une ligne brisf^e ou polygonale est la figure form^e 
par une suite de segments de droite, dont chacun a pour 
origine Textr^niit^ du pr6c6dent. La ligne ABGDE (fig. 5) 
est une ligne bris^e; AB, EC... 

sont les cdt^s de la ligne ; les points 
A et E en sont les extr^mitis; les 
points B, G, D en sont les som- 
mets. 

La longueur de la ligne bris^e 
est la somme des longueurs de Fig. 5. 

chacun de ses c6t6s. 

9. — Une ligne qui n'est ni droite ni bris^e est une 
ligne courbe, ou simplement une courbe. Un fll trfes fin, 
affectant une forme quelconque, nous offre I'image d'une 
courbe. 

Gonsid^rons une ligne quelconque AMB {fig. 6), et ima- 
ginons un fll trfes fin, parfaite- 
ment flexible et inextensible, 
affeclant exactement la forme 
de cette ligne. Supposons, 

maintenant, que ce fll soit ^; -*, 

tendu : il aura la forme d'un ^ig. 6. 

segment de droite A'B'* dont 

les extr6mit^s correspondront aux extr^mil^s A et B de 
la ligne donn^e. La longueur du segment A'B' est appel^e 
la longueur de la ligne AMB. 

Cette definition est legitime, car, silaligne devient droite 
ou bris^e, la longueur de cette ligne d^finie plus haut est 
la m^me que celle qui r^sulte de notre nouvelle definition. 

II est done possible de comparer les longueurs de deux 
lignes quelconques, et nous pouvons ^noncer Taxiome 
suivant : 




1. Lisez A prime, B prime; de m^me A' s'^nonce A seconde, etc. 
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AXIOME 

La ligne droite est le plus court chemin d^un point 
& un autre. 

La v^ril6 de cetle proposition est, en effel, intuitive 
d'apr^s la definition de la longueur d'une ligne quelconque. 

10. — La plus simplede toutes les siy:*faces estK/)/an, 
dont une glace polie nous pr^sente Timage, et dont la 
definition suivante r^pond k rid6e que nous nous en 
faisons : 

Le plan est une surface telle que toute droite qui joint 
deux points de cette surface y est contenue tout entiere. 

G'est ainsi que, pour s'assurer qu'une surface est plane, 
on v^rifie qu'on pent y appliquer, sans laisser de vide, et 
dans tons les sens, une r^gle bien dress6e. 

Nous concevons le plan comme illimite dans tons les 
sens. 

Si Ton consid^re une droite tracee sur un plan, elle le 
partage en deux parties : chacune d'elles est un demi-plan. 

Comme deuK droites, deux plans peuvent fetre amends 
en coincidence directement ou apr^s retournement, et ils 
ne cesseht pas de co'incider par glissement dans tous les 
sens. 

Une surface pent etre compos^e de portions de plans: 
eUe est alors appel^e surface brisie ou polyMrique, 

Toute autre surface est une surface courbe. 

11. — Par une droite, on congoit qu'on puisse faire 
passer une infinite de plans. 

Th^or^me 

Par une droite AB et un point G en dehors de 
cette ligne, on pent faire passer un plan et un seul 

{fig- 7). 

Imaginons, en effet, un plan quelconque passant par AB, 
et faisons-le tourner autour de AB comme charnifere 
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jusqu'^ ce qu'il conlienne le point G. Nous avons alors un 
plan P passant par la droite AB et le point C : faisons voir 
qu'il n'en existe pas d'autre'remplissant les mfimes con- 
ditions. 

Remarquons d'abord que tout plan contenant la droite 
AB et le point G contient aussi les droites AG et BG 
d'aprfes la definition du plan. 

Supposons maMtenant qu'il existe un second plan P' 
r^pondant h la question, et spit M un point 
quelconque de ce plan. Menons par M dans 
le plan P' une droite qui coupe les droites ^ 
AG et BG aux points Q et R; la droite QR 
.appartient tout enti^re au plan P puisque 
les deux points Q et R, pris sur AG et BG, 
appartiennent h. ce plan ; done, le point M 
appartient aussi au plan P. Tout point M 
du plan P' 6tant situ6 dans le plan P, le 
plan P' coincide avec le plan P, c. q. f. d. *. 

12. CoroUaires. — 1° Par trois points A, B, G, non 
en ligne droite, on pent faire passer un plan et un seul; 
c'est celui qui passe par la droite AB et le point G. 

2° Par deux droites AB, AG qui se coupent, on peut 
faire passer un plan et un seul: c'est celui qui passe par 
' la droite AB et le point G quelconque de la drpite AG. 

13. — La g^om^trie se divise en deux parties: la g^o^ 
metrie plane, dans laquelle on s'occupe des figures planes, 
c'est-k-dire situ6es dans un seul et mSme plan, et la geo- 
metrie dans res/jace, dans laquelle on consid^re des figures 
disposees d'une fagon quelconque dans Tespace. 




Fig. 7. 



1. Lisez: ce qa'il fall ait d^montrer. 



i. 
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GEOMETRIE PLANE 



nVRE PREMIER 
LA LIGNE DROITE 



§ 1«'. — Les angles. 

14. — Un angle est la figure form^e par deux demi- 
droites AB, AG qui out la mtoe origine A {fig. 8). 

Le Dohit A est le sommet de Tangle ; les demi-droites 
AB, AlJ en sdbt les cdt^s. 

On d^signe un angle par la lettre de son sommet, s*il 
ne doit pas en r^sulter d'ambiguil6 ; dans 
le cas contraire, c'est-k-dire si plusieurs 
angles ont le mSme sommet, on d6signe 
un angle par trois lettres : une sur chacun 
des c6tes ei une au sommet, qu*on ^nonce 
entre les deux autres. Ainsi, dans la figure 8, 
on dira Tangle A, et dans la figure 9 on dira 
Tangle BAG, ou Tangle BAD, ou Tangle GAD. 

Deux angles sont adjacents s'ils ont le 
m^me sommet et un c6t6 commun, et si, 
en outre, ils sont situ^s de part et d' autre 
du c6t^ commun. Ainsi {fig, 9) les angles 
BAG, GAD sont adjacents; les angles BAG, 
BAD ne sont pas adjacents. 

15. — II est facile de comparer deux Fig. 9. 
angles donnas BAG, EDF {fig. 10). 

Portons le second sur le premier, de fagon que DE 




Fig. 8. 
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coincide avec AB et que les deux angles soient silu6s du 
m^me c6l6 de AB. La demi-droile DF occupera alors une 
certaine position AF' ; si AF' coincide avec AG, les deux 
angles sont 6gaux; si AF' lombe entre AB et AG (c'est le 




cas de la figure), Tangle EDF est plus petit que Tangle BAG; 
si AF' tombe en dehors de Tangle BAG, Tangle EDF est 
plus grand que Tangle BAG. 
On ^crira, suivant les cas, 

EDF = BAG, EDF <BAG, EDF >BAG, 

le signe * indiquant qu'il s*agit d*un angle. 

16. — Gonsid6rons deux angles quelconques BAG, EDF 
[fig, 11) et faisons un angle GAG, adjacent k Tangle BAG 




et 6gal h. Tangle EDF. Si la dfmi-droite AG tombe du 
mtoe c6l6 que AG de la droite ihd^finie B'AB, Tangle BAG 
est dit la somme des deux angles donnas, et Ton 6crit 

bAg=bag+edf. 

Inversement, Tangle GAG ou EDF est la diff&rence des 
deux angles BAG et BAG. 

Si, au contraire {fig. 12), les demi-droites AG et AG 
sont situ^es de part et d' autre de la droite BB', la somme 
des deux angles donn6s n'est plus representee par un angle. 

On dira que les deux angles donn6s ont la m^me somme 
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que deux aulres angles LMN, PQR, si, en portant ces 
deux angles Tun h la suite de I'autre, k partirde la demi- 
droile AB et dans le m^me sens de rotation que pr^c^- 
demment en BAH, HAR, la demi-droite ainsi obtenue AK 
coincide avec AG. Si, en tournant autour du point A dans 

C jH E 




1 



le sens adopts, qui est celui de la fl^che, on rencontrait 
la demi-droite AR avant la demi-droite AG (c'est le ca^ 
de la figure), la somme des angles LMN, PQR serait plus 
petite que celle des angles donnas. Elle serait, au contraire, 
plus grande que cette dernifere somme, si Ton rencontrait 
la demi-droite AG avant la demi-droite AR. 

On pourra comparer de m6me la somme de plusieurs 
angles donnas k celle de plusieurs 
autres angles donnas. Enparticulier, 
ces deux sommes seront ^gales, si, 
en portant les angles de chacune des 
s6ries Tun h la suite de Tautre, k 
partir d'une demi-droite commune 
et dans le m^me sens de rotation, on 
arrive finalement-k une mfime demi- 
droite, aprfes avoir tourn6 le mSme 
nombre de fois autour de Torigine. 

G'est ainsi que Ton pent toire (fig. 13) : 

a6b + BOD + DdE + e6f -f f6g = a6d + d6e 

+eoa-j-a6g, 
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parce que la construction faite pour chaque s^rie, h parlir 
de lademi-droite OA, ram^ne dans les deux cas k la demi- 
droite OG, et chaque fois aprfes avoir fait un tour complet 
aulour de I'origine 0. 
On aurait de mSme : 

a6b + b6c < a6d + d6f + f6g, 

bien qu'on arrive chaque fois flnalement k la mfeme 
demi-droite OG, parce que dans la seconde operation, c'est 
apr^s avoir fait un tour complet autour de Torigine, ce 
qui n'arrive pas dans la premiere. 

17. — Tout ce qui pr^c^de devient tr^s net pour Tesprit, 
si Ton remarque que Tangle est une grandeur g^om^trique 
engendr^e par la rotation continue d'une demi-droite mo- 
bile AG tournant autour de son 
origine A comme pivot, h partir 
d'une position flxe AB {fig. 14). 
L'angle BAG va en croissant 

^ . constamment et d*une fa^on 

■^ Jt iA ^ continue, quand la demi-droite 

AG, qui I'engendre, tourne au- 
tour du point A dans le sens de la fl^che, en partant de 
la position AB pour arriver jusqu'k la position AB'. 

Si Ton imagine maintenant que ce mouvement de ro- 
tation de la demi-droite AG puisse se continuer ind6fi- 
niment au delk de la position AB', ce que nous avons dit 

plus haut sur la somme des angles de- 
vient pour ainsi dire intuitif. 

18. — Deux angles sont opposes par 

le sommet lorsque les c6t6s de Tun sont 

les prolongements des c6t^s de Tautre. 

Deux droites AA', BB' qui se rencon- 

trent en un point {fig, 15), forment 

Fig. 15. quatre angles qui sont deux h deux 

opposes par le sommet, savoir : A6b 

et A'6b', d une part, AOB' et A'OB, de I'autre. 

Une demi-droite AG, issue d'un point A d'une droite BB' 




\ 
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[fig. 16), forme avec celle droile deux angles adjacenls 
BAG, B'AG; en g^n^ral, ces deux angles sont in^gaux, et 
alors AG est oblique sur BB'. Si 
ces deux angles sonl 6gaux, AG est 
perpendiculaire sur BB'. 

Dans tous les cas, le point A est 
le pied de la perpendiculaire ou de 
Toblique. 

Le Ih^or^me suivant nous montrera Texistence des 
perpendiculaires. 

Th^or^e I 

19. — Par un point A d'nne droite BB', et d^nn 
c6t6 donnd de cette droite, on pent mener une demi- 
droite AH perpendiculaire k BB\ et I'on ne pent en 
mener qu'nne [fig. 17). 

Imaginons une demi-droite mobile AG qui tourne autour 
de A comme pivot d'un mouvement continu, de fagon que, 
appliqu^e d'abord sur AB, elle vienne finalement s'ap- 
pliquer sur AB' en reslant toujours du c6t6 donn6 de BB'. 
Dans chacune de ses positions, AG forme avec BB' deux 
angles adjacents BAG, B'AG; le premier va constamment 
en augmentant, tandis que le second va constamment en 
diminuant. D'ailleurs, au commen- 
cement du mouvement, le premier 
est plus petit que le second, tandis 
qu'^lafln, c'est la circonstance con- 
traire qui se presente. II faut done F" 
qu'il existe une position AH telle que 
ces deux angles soient 6gaux, et cette 
position est unique, puisque, d^s qu'elle est d^pass^e, le 
premier angle devient et reste plus grand que le second. 

II existe done une demi-droile AH perpendiculaire en A 
sur BB', du c6t6 donn6 de cette droite, et il en existe une 
seule, c. q. f. d. 

20. — On appelle angle droit un angle dont Tun des 
c6t6s est perpendiculaire sur Tautre. 
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Th^oreme n 

Tons les angles droits sont ^gaux. 

Soientles deux angles droits BAG, EDF {fig, 18), dans 
lesquels on suppose AC et DF respeclivement perpendi- 
culaires sur AB etDE. Portonsl'angle EDF sur Tangle BAG, 
de faQon que les deux demi-droiles DE et AB coincident 
et que la demi-droite DF torab'e du m6me c6t6 de la droite 
ind^flnie B'AB que AG. Dans sa nouvelle position, DF 
sera perpendiculaire h. AB, puisque DF est perpendiculaire 
k DE qui coincide maintenant avec AB. Mais AG est aussi 
perpendiculaire k AB ; done, d'aprfes le th^or^me pr6- 
c^dent, la nouvelle position de DF coincide avec AG. Les 



Fig. 18. 

deax angles EDF et BAG sont done superposables et, par 
suite, 6gaux, c. q. f. d. 

21. — L* angle droit, 6tant invariable, pent servir 
d'etalon pour comparer les angles ou d'unit6 pour les 
mesurer. 

Un angle est aigu ou obtus^ suivant qu'il est plus petit 
ou plus grand que Tangle droit. 

Deux angles dont la somme est un angle droit sont 
compUmentaires ; chacun d'eux est le compliment de 
Tautre. 

Deux angles dont la somme vaut deux angles droits 
sont suppt&mentaires; chacun d'eux est le supplement de 
Tautre. 

II est clair que deux angles 6gaux ont des complements 
ou des supplements ^gaux; et que, r^ciproquement, deux 
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angles qui ont m^me complement ou m^me supplement 
sont egaux. 

On peut ^valuer les angles en prenant Tangle droit 
pour unite. Ordinairement, on partage Tangle droit en 
qualre-vingl-dix parties egales appel^es degris; le degre 
est lui-mtoe partag6 en soixante parlies egales appel^es 
minutes f et la minute est partag^e aussi en soixante parties 
egales appeiees secondes. Au lieu d'evaluer les angles en 
fractions d'angle droit, on les lvalue en degr^s, minutes, 
secondes et fractions decimales de seconde; on dira, par 
exemple, un angle de 57degres, 17 minutes, 44 secondes, 
81 centi^mes de seconde, ce queTon^crira: 57°17'44",81. 

n est indispensable de s'habituer k calculer rapidement 
avec ces nombres complexes, et, en particulier, de savoir 
ecrire immediatement le complement ou le supplement 
d'un angle donne. 

Th^orIime in 

22. — Si plusieurs demi-droites AG, AD, ASS ont 
pour origine un point A d'une droite BB' et sont 
situ^es d'un m^me c6t6 de cette droite, la somme des 
angles cons6cutifs BAG, GAD, DAE, EAB' ainsi 
formes, vaut deux angles droits [fig. 19). 

Menons, en effet, du m6me c6te de BB' la perpendi- 
culaire AH ; d*aprfes ce qui a ete „ 

dit sur la somme des angles, la 
somme des angles consideres 
est egale h la somme des deux 
angles BAH, HAB' ; or, ces deux 
angles sont droits; la somme -gr 
consideree vaut done deux an- pig. 19. 

gles droits, c. q. f. d. 

23. — En particulier, les deux angles adjacents CAB, 
CAB' formes par une demidroite AC issue d'un point A 
d'une droite BB', sont suppUmentaires, 

Reciproquement, si deux angles adjacents CAB, CAB' 
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sont suppUmentaireSy leurs cdtis exUrieurs sont en ligne 
droite [fig, 20). 

Soit, en effel, AB" le prolongement de AB ; les deux 
angles CAB', CAB" ont lous deux pour supplement 






B^ 



A 

Fig. 20. 



B 



Tangle BAC, le premier par hypoth^se, le second par 
construction, d*aprfes la proposition pr^c^dente. lis sont 
par suite ^gaux, et AB' coincide avec AB", c. q. f. d. 

Th6orI)me IV 



24. — Si plusieurs demi-droites AB, AG, AD, AE, 
AF ont une m^me origine A, et sont situ^es, les unes 
d'un c6t6, les autres de Tautre c6t6 d'une quelconque 
d'entre elles prolong^e ind^finiment en AB',lasonime 
des angles cons6cutifs formes autour du point A par 
oes demi-droites vaut quatre angles droits (fig. 21). 

H faut d6montrer que Ton a: 

bAg + cAd+dAe+eAf + fab= 




Fig. 21. 



En effet, Tangle DAE 6tant la somme des deux angles 
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DAB', B'AE, la somme qui figure au premier membre est 
^gale h la somme des deux sommes partielles 

BAG + GAD + DAB' el B' AE + EAF + FAB, 

donl chacune vaut deux angles droits, d*apr^s le Ih^ortme 
pr^c^dent. Done, la somme lolale vaut quatre angles 
droits, c. q. f. d. 

Th^oreme V 

25. — Si une demi-droite AG est perpendiculaire 
en A sur une droite BB\ 11 en est de m6me de son 
prolongement AC ; et inversement, les deml-droltes 
AB, AB' sont perpendlculalres sur la droite CC 

{fig. 22). 

Les angles 6gaux BAG, B'AG sont droits ; la somme des 
angles BAG, BAG' vaut deux an- p 

gles droits (23), et il en est de 
m6me de la somme des deux an- 
gbs B'AG, B'AG'. Done, les an- 
gles BAG' et B'AG' sont aussi 



6gaux chacun h un angle droit, B^^ ^ B 

et le th^or^rae 6nonc6 en r^sulle 

immedialement. 

En verlu de ce Ih^or^me, on 
voit que les quatre angles formes q. 

par deux droites BB', GG' qui se Fig. s. 

coupent, sont droits dhs que Tun 
d*entre eux est droit, et Ton dit dors que les deux droites 
BB', GG' sont perpendiculaires Tune sur Tautre. 

Th]£oreme VI 

26. — Deux angles BAG, B'AG' opposes par le 
sommet sont 6gaux (fig, 23). 

Eu effet, ils ont tons deux le m^me supplement BAG' ; 
ils sont par suite 6gaux, c. q. f. d. 
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27. — La bissectrice d'un angle est la demi-droile qui 
le partage en deux parlies 6gales : AD est bissectrice de 
Tangle BAG si les deux angles adjacents BAD, CAD sont 
^gaux {fig, 24). 





Fig. 23. 



Fig. 24. 



Si on prolonge les c6t^s AB, AG de Tangle BAG en AB' 
et AG', on demonlrera ais6ment les propositions suivantes: 

La bissectrice de I'angle B'AC' est le prolongement AD' 
deAD, 

La bissectrice commune EE' des deux angles BAG', B'AC 
est perpendicuiaire sur la droite DD'. 



TnfiORlEME VII 

28. — Par un point G pris hors d^une droite AA', 
on pent mener une perpendicuiaire k cette droite, et 
I'on ne peut en mener qu'une (fig, 25). 

Imaginons que Ton fasse tourner le demi-plan limits 

par AA' et qui conlient le point 
G autour de AA' comme char- 
ni^re, jusqu'i ce qu'il vienne 
s'appliquer sur T autre demi- 
plan limits par AA'. Le point 
"^ G viendra alors occuper une 
certaine position G'. Remettons 
le premier demi-plan dans sa 
position primitive , et joignons 
les points G et G' ^ un point 
^'^' ^' quelconque D de AA' : les angles 

CDA, G'DA sont ^gaux, puisqu'ils peuvent 6tre amen6s 
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en coincidence par r6p6lilion du mouvement effectu^ pr6- 
c6demmeat. Si CD est perpendiculaire sur AA', Tangle CDA 
est droit, et par suite aussi I'angle CDA. Les deux angles 
adjacents CDA, CDA, ayant pour somme deux angles 
droits, leurs c6t^s ext^rieurs doivent ^tre en ligne droite 
(23), et, par suite, le point D doit coincider avec le point B, 
intersection de GC avec AA'. D'ailleurs, celte condition 
est suffisante, car les angles CBA, C'BA, 6tant 6gaux et 
suppl^mentaires, sont droits. II existe done une perpen- 
diculaire et une seule issue du point G sur la droite AA': 
c'est la droite GG'. 

EXERCICES 

1. — Si deux angles egaux BAG, B'AG' de m6me sommet ont 
les cotes AB, AB' dans le prolongement I'un de Tautre et sout 
situes de part et d'autre de la droite BB', les cotes AG et AG' sont 
aussi dans le prolongement Tun de I'autre. 

2. — Si Ton considere quatre demi-droites, AB, AG, AD, AE 
de mfime origine, dispos^es comme au n® 24, et si les angles 
BAG, DAE sont egaux, ainsi que les angles GAD, EAB, AD 
est le prolongement de AB et AE est le prolongement de AG. 

* 3 2 4 

3. — Trois angles valent respectivement —-» -— -> -rj- d'aiigle 

5 7 21 

97 
droit. Quel est le supplement de leur somme ? R. : ,._ ■ d'angle 

105 

droit. 

4. — Galculer les complements des angles suivants : 

45°36' R, ; WW 

50°3r 39*»23' 

59°55'15" 30°4'45" 

35n'3".78 54058'56",22 

16«31'20",04 73*»28'39",96. 

5. — Galculer les supplements des angles suivants : 

37059'45",77 R. : 142o0'14",23 

116n4'24",33 63oi5'35",67 

21o52'20",48 15807'39",52. 

6. — Quelles sont les moities des angles suivants : 

4lo4r59".84 R, : 20o53'59",92 

79o4'3",08 39«»32'i",54 

55°55'47",96 27°5r53",98. 
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7. — Multiplier par 3 les angles suivants : 

20*»53'5r,92 R. : 62nr59",76 

39*»32'1",54 li8036'r.62 

27»5r53",98 83«53'41",94. 

8. — Diviser par 15 les angles suivants : 



117o23'47",25 

243o58'9",60 

337»3'i8",45 



R, : 7049'35",15 
16°15'52".64 
22028'13",23. 



9. — Effectuer les operations suivantes t 

61M1'52",08 — 2lo32'57".5 + 34o58'9",75 — 56oi9'0".83. - 

R. : 18n8X,5. 

28«55'7",34 — 3o9'48",39 — 7o58r',3— ll®8'5r',06. 

R. : 6«38'20".59. 

10. — Exprimer en degr6s, minutes et secondes les fractions 
d'angle droit suivantes : 

1 5 64Q 
ii' m' mo' ^' • 1'24'22".5 ; 3or30"; 58<»24'36". 



§ 2. — Les triangles, 

29. — Un polygone est une ligne bris^e dont les extr^- 
miles coincident, e'est-k-dire que le dernier des segments 

de droile qui constituent la ligne 
bris6e a pour extr^mite I'origine du 
premier. La figure 26 repn^sente un 
polygone ABCDE. 

Les segments AB, EG... sont les 

cdtes du polygone; les points A, B... 

en sont les sommets, et les angles 

ABC, BCD,... formes en chaque 

sommet par les deux c6t6s qui y aboutissent, en sont les 

angles. 

La somme des c6t6s d'un polygone en est le p4rimHre, 

La droite limit6e qui joint deux sommets non cons6- 

cutifs du polygone est une diagonale: ainsi BD. 
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Un polygene a autant d' angles at de sommets que de 
c6t6s. 

Le plus simple des polygenes est celui de Irois c6l6s 
qu*on appelle triangle. 

De m6me, on donne les noms parliculiers de quadri- 
lateret pentagone^ hexagone, octogone, d^cagone^ dodd- 
cagone^ pentidecagone, aux polygenes qui ont respecli- 
vement quatre, cinq, six, huit, dix, douze, quinze c6t^s. 
La figure 26 repr^senle un pentagone. 

Une ligne polygonale ^si plane ou gauche^ suivantque 
toils ses c6t^s sont ou ne sont pas dans un mSme plan. 
De mSme, un polygene est plan ou gauche. 

Nous ne consid^rerons actuellement que des lignes 
polygenales planes et des polygenes plans. 

Un triangle est n^cessairement plan, car il est tout 
entier dans le plan d6termin6 par un de ses c6t6s et le 
semmet oppose. 

30. — Une ligne polygonale plane ou un polygene plan 
est convexCy si la figure est tout entifere situ6e d'un m6mc 
c6t6 de chacun des segments de drotte qui la cemposent, 




prelong6s ind^finiment. Ainsi {fig, 27) le polygene ABCD 
est convexe ; les polygenes EFGH, RLMN ne le sent pas. 

Une dreite quelconque du plan d'une ligne polygonale 
ou d'un polygene convexe, rencontre cette ligne ou ce 
polygene en deux points au plus. 

Car, s'il y avait treis points d'intersectien P, Q, R, Tun 
d'eux, Q, par exemple, serait situ6 entre les deux autres ; 
OP, ceux-ci appartiennent k la figure consid^r^e, qui, par 
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suite, ne pourrait 6lre tout enti^re d'un m6me c6l6 du 
segment de droite sur lequel est situ6 le point Q. 

II est clair que, r^ciproquement, s'il n'existe aucune 
droite rencontrant le contour d'une ligne bris^e ou d'un 
polygone en plus de deux points, cette figure est convexe. 

On peut ajouter que, si une droite Dlimit^e rencontre 
un polygone en un point qui n'est pas un sommet, elle le 
rencontre n^cessairement en un second point, puisque la 
portion de plan envelopp6e par le polygone est limil^e. 

Un triangle est n^cessairement convexe. 

Tn^ORtiMB VIII 

31. — Une ligne polygonale convexe quelconque 
ABGD est plus petite que toute ligne enveloppante 
courbe ou bris6e qmi a les m6mes extr6mit6s ifig, 28). 

Prolongeons AB dans le sens AB et BG dans le sens BC, 
jusqu'i ce qu*elles renconlrent la ligne enveloppante en 




Fig. 88. 



B' et C La ligne droite 6tant le plus court chemin d'un 
point h un autre, on aura : 

AB + BB' < ligne AMB', 

BG + CG' < BB' + ligne B'NG', 

CD < GG' + ligne G'PD. 

Ajoutanl membre k membre ces in6galit6s de m^rae 
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sens et supprimanl les tennes BB', GC qui figurent dans 
chaq«e membre, il vient : 

AB -f BG + CD < Ugne AMB' rF Ugne B'NG' +ligne G'PD. 
G*est pr6cis6ment ce qu'il fallait d^montrer. 

« 

TSD^OBEME IX 

32. — Le p6rim6tre d^un polygone oonvexe ABGD 
est plus petit que toute ligne qpi Tenveloppe de toutes 

•parts {fig, 29). 

Prolongeons les c6l6s lous dans le m6me sens jusqu'^ 
ce qu'ils renconlrenl la ligne en- 
veloppanle en B', G', D', A'. On 
aura, comme pr6c6demment, 

AB + BB' < AA' + ligne A'MB', 
BG + GG' < BB' + ligne B'NG', 
GD + DD' < GG' + ligne G'PD', 
DA + AA' < DD' + ligne D'QA'. 

Ajoulant membre h membre ces 
in^galil^s de m6me sens, el sup- 
primanl les lermes communs aux deux membres, 11 
vient : 

AB + BG + GD + DA < ligne A'MB' + ligne B'NG' 
+ ligne G'PD' + ligne D'QA', c. q. f. d. 

33. — Nous allons nous occuper maintenanl du triangle 
d'une faQon parliculifere. 

Un triangle dont les Irois cdt^s sont in^gaux esl dil 
quelquefois scalene; un c6t6 quelconque que Ton veut 
distinguer des deux autres esl la base du triangle, et le 
sommet oppose est alors le sommet du triangle. 

Un triangle est isocele s'il a deux c6l6s 6gaux; dans un 
triangle isocMe, on n'appelle base que le troisi^me c6t^, 
celui qui n'est 6gal ci aucun des autres ; le sommet oppos6 
est le sommet du triangle isocele. 

ANDOYER. — G^OMETRIE. 2 
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•Un triangle est iquilat^ral ou 4quiangle suivant qu'il 
a ses trois c6t6s 6gaux ou sestrois angles 6gaux. 

Un triangle est rectangle s'il a un angle droit ; le c6t6 
oppose k Tangle droit est Vhypotinuse du triangle rec- 
tangle. 

Les angles ea?^^>wr5d'un triangle sont les angles formes 
par un c6t6 et le prolongement d*un autre c6t6. 

Les perpendiculaires men6es des sommels d'un triangle 
sur les c6t6s opposes sont les hauteurs du triangle. 

Les droites qui joignent les sommets d*un triangle aux 
milieux des c6t6s opposes sont les m^dianes du triangle.' 

Les bissectrices des angles d*un triangle, limit6es h, 
leurs points d'intersection avec les c6t^s opposes, sont 
les bissectrices int&rieures du triangle. 

Les bissectrices des angles ext^rieurs d'un triangle, 
limit^es h. leurs points d'intersection avec les c6t6s op- 
poses, sont les bissectrices extirieures du triangle. 




Ainsi {fig. 30) B'AC est un angle ext6rieur du triangle 
ABC ; AH est une hauteur, AM une m^diane, AD une bis- 
sectrice int^rieure, AD' une bissectrice ext^rieare. D'ail- 
leurs AD et AD' sont perpendiculaires Tune sur I'autre (27). 

Thi^orIime X 

34. — Dans un triangle, chaqne C6t6 est plus petit 
que la somme des deux antres, et plus grand que 
leur difference. 

En effet, dans le triangle ABC [fig. 31), on a d'abord 
BG < AB + AC, d'apr^s les propri^t^s de la ligne droite : 
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le cdt6*BG est done plus petit que la somme des deux 
autres. 
On a de m6me 

AG<BG+AB; 

retranchant AB aux deux membres de cette m6galil6, D 
yient 

AG — AB<BG, ouBG> AG— AB; 

done, BG est plus grand que la diff^renee des deux autres 
c6t6s, e. q. f. d. 

35. — Deux polygones sont 6gaux s'ils peuvent eoin- 
cider : ils onl alors leurs fl^ments 6gaux deux k deux et 
disposes dans le m6rae ordre. 
R6ciproquement , deux po- 
lygones sont 6videmmenl 
^gaux s'ils ont leurs e6t6s et 
leurs angles ^gaux ehacun k 
cbacun et di&pos^s de la 
m^me fagon. 

Les trois th^or^mes qui suivent et qui sont eonnus sous 
le nom de cas d'^galit^des triangles permettent d'affirmer 
que deux triangles sont 6gaux si eertains de leurs ^16ments, 
eonvenablement ehoisis, sont 6gaux. 




Fig. 31. 



Th^or£:me XI 

Deux triangles sont 6gaux sUls' ont un c6t6 6gal 
adjacent & deux angles 6ganx ehacun & chacnn. 




C B'^ 

Fig. 32. 




Soient les deux triangles ABG, A'B'G' [fig. 32), dans 
lesquels on suppose 

BG=B'G', B = B', 6 = 6'- 
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Tran'sportons le triangle A'B'C sur le triangle ABC, de 
fa^on que B'G coincide avec BG, B' tombanl en B et G 
en G, et que A' vienne du m6me c6t6 que A de la droite BG. 
Les droites B'A' et G'A' prendront alors respectivement 
les directions BA et CA h cause de T^galit^ des angles B 
ct B', G et G'. Le point A' se trouvant sur BA et GA viendra 
par suite en A, et les deux triangles coincideront : ils sont 
done 6gaux, c. q. f. d. 

Th^oreme XII ' 

36. — Deux triangles sont 6gaux sUls ont un angle 
6gal compris entre deux c6t6s 6gaux chacun & chacun. 

Solent les deux triangles ABG, A'B'G' {fig. 32), dans 
lesquels on suppose 

A=A', AB = A'B', AG=A'G'. 

Transportons le triangle A'B'G' sur le triangle ABG, de 
fagon que Tangle A' se superpose h son 6gal Tangle A, 
A'B' prenant la direction AB et A'G' la direction AG. En 
yertu des hypotheses, les points B' et G' viendront res- 
pectivement en B et G ; par suite les deux triangles coin- 
cideront : ils sont done ^gaux, c. q. f. d. 

Lemme 

37. — Si deux triangles ABG, A'B'C ont deux c6t6s 
^gaux chacun & chacun AB = A'B', AG = A'G', le 
troisi^me e6t6 de Tun, BG, est sup^rieur, 6gal ou in- 
f(6rieur an troisidme c6t6 de Tautre, B'G', suivant 
que Tangle A, oppose & BG dans le premier, est su- 
p^rieur, 6gal ou inf^rieur & Tangle A' oppose k BG' 
dans le second (fig. 33). 

D'aprfesle th^or^mepr^c^dent, si A= A', on aBG=B'G'. 
Consid^rons done seulement le cas oti les angles A et A' 
sont in^gaux, et supposons par exemple A > A' : il faut 
dtoontrer que Ton a BC> B'G'. Transportons le triangle 
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A'B'C sur le triangle ABC, de faQon que A'B' coincide 
avec AB, A' tombant en A et B' en B, et que A'C prenne 
une position AD situ^e dans I'int^rieur de Tangle A, ce 
qui est possible d'apr^s Thypoth^se. On aura BD = B'G', 
et il suffit de d^montrer que Ton a BD < BC. 

Menons la bissectrice AE de Tangle GAD jusqu'^ sa 
fencontre avec BG et 

joignons DE. Les deux ^ 

triangles GAE, DAE 
sont 6gaux d'apr^s le 
th^orfeme precedent : 
en effet, AE est c6t6 
comraun, AG = AD 
puisque AD == A'G' et 
que Ton a par hypo- " Fig. 33. 

th^se/G = A'G' ; GAe 
= DAe par construction. On a, par suite, GE = DE; 
mais Ton a (34) BD < BE + DE ; remplagant DE par GE, 
on pent 6crire BD<BE + GE, c'est-Mire BD < BC, 
c. q. f. d. 

Remarque. — La demonstration ne s*appliquerait pas 
si le point D tombait sur la droite BC ; mais alors le th^o- 
r^me devient Evident. 

38. — R^ciproquement, si les deux triangles ont deux 
cdtes ^gaux chacun a chacun^ AB = A'B', AG = A'G', 
I' angle A est sup^rieur, ^gal ou inferieur a P angle A', 
suivant que le cdt^ BG est sup^rieur, 4gal ou infirieur au 
cdte B'C. 

Supposons, par exemple, BG > B'G' : on ne peut avoir 
A=A', car, alors, d'aprfes la proposition directe on aurait 
BG =B'G', ce qui est contraire k Thypoth^se. Par la m6me 
raison, on ne peut avoir A < A' ; on a done, n^cessai- 
rement A > A', ainsi que Tindique T6nonc6. On raison- 
nerait de m^me dans les autres cas. 

39. — D'une faQon g^n^rale, on peut ^noncer le principe 
suivant : 

Si dans une serie de propositions on examine toutes les 
hypotheses possibles, et si les conclusions correspondantes 
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sont toutes distincteSy les riciproques de ces propositions 
sont toutes vraies, 

Uq raisonnemenl analogue k celui qui a ^16 fait dans 
le num^ro pr6c6dent monlre imm^dialement la v6rit6 de 
ce principe. 



TH]^0R£M£ XUI 

40. — Deux triangles sont 6ganx sUls ont les trois 
c6t6s 6gaux chacun & chacun. 

« 

Si, en effet, les deux triangles ABC, A'B'C ont leurs 
trois c6tes 6gaux chacun h chacun, EG =B'G', AG = A'G', 
AB ^= A'B', Tangle A, par exemple, est 6gal k Tangle A', 
d'apr^s la r^ciproque du lemme pr^cWent (38). Les trian- 
gles sont alors ^gaux comme ayant un angle 6gal, A =: A', 
compris entre deux c6l6s 6gaux chacun ^chacun, AB=A'B', 
AG=:A'G', et le thforfeine est d6montr6. 

TnifiOREME XIV 



41. — Dans un triangle isoc^le : 
±^ Les angles opposes aux c6t6s 6gaux sont 6gaux; 
2^ La hauteur issue du sommet est aussi m^diane 
de la base et bissectrice de Tangle au sommet. 

Soit le triangle isocMe ABG de sommet A, de sorte que 

AB=AG [fig. 34), et 
menons la hauteur M), 
Gonsid^rons un second 
triangle A'B'G' iden- 
tique au premier, et 
soit A'D' la nouvelle 
position de AD. Portons 
ce nouveau triangle sur 
le premier, mais en le retoumant, de fagon que, A' ve- 
nant en A, le c6t6 A'G' prenne la direction AB et le c6t6 
A'B' la direction AG, ce qui est possible puisque les 
angles A et A' sont ^gaux. Le c6l6 A'G' est 6gal k AG 





Fig. 34. 
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et par suite h AB, d'apr^s Thypothfese ; done, le point C 
viendra en B ; de m^me, le point B' viendra en G, de sorte 
que B'C viendra coincider avec GB ; en d*autres lermes, 
un triangle isocele coincide avec lui-mhne apris retour- 
NEMENT. Geci pos6 : 

1° L*angle G' est venu coincider avec Tangle B ; mais 
Tangle G' est 6gal k Tangle G, done les angles B et G sont 
6gaux, c. q. f. d. ; 

2° La droite A'D' vient coincider avec AD puisque A' 
vient en A et B'G' en GB, et que (28) d'un point pris hors 
d'une droite on ne peut mener qu'une perpendiculaire h 
cette droite. II en r^sulte que le segment G'D' est venu 
coincider avec le segment BD ; mais G'D' = CD, h cause 
de Tidentit^ des deux triangles, done BD = GD, c'est-k-dire 
que AD est la m^diane de la base BG du triangle. 

De m6me, Tangle G'A'D' est venu coincider avec Tangle 
BAD ; mais les angles G'A'D' et GAD sont 6gaux k cause 
de Tidentil^ des deux triangles, done les angles BAD 
et GAD sont 6gaux, e'est-^-dire que AD est la bissectrice 
de Tangle A du triangle. 

Le th6or^me est ainsi eomplfetement d6montr6. 

TffifiORilMB XV 

42. — R^ciproquement, nn triangle est isoc61e : 

10 SUl a deux angles 6gaax; 

2° Si la hauteur issue d'un sommet est en m6me 
temps m^diane du c6t6 oppos6; 

3° Si la hauteur issue d'un sommet est en m6me 
temps bissectrice de I'angle du triangle qui a le 
m6me sommet. 

1° Soit le triangle ABG, dans lequel on suppose 6 = C 
{fig, 34) ; consid^rons un second triangle identique au 
premier, A'B'G', et portons-le sur ABG, en le retoumant, 
de fagon que B' vienne en G et G' en B, ce qui est pos- 
sible, puisque BG =^B'G'. Puisque les angles B et G sont 
6gaux et que Ton a C = fr, on a aussi B = C' ; par suite, 
la droite G'A' prendra la direction BA; de m^me, la droite 
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B'A' prendra la direction GA. Par suite, A' viendra en A, 
et Ton aura G'A'=BA; d'ailleurs, on a C'A' = GA, h 
cause de ridentit6 des deux triangles. 11 en r^sulte que 
BA=GA, c'est-^-dire que le triangle est isocMe, c. q. f. d. 

2° Supposons que la hauteur AD soit m^diane du c6t6 
BG. Soit A'B'G' un second triangle identique au premier 
et A'D' la nouvelle position de AD ; portons ce nouveau 
triangle sur ABG, en le retournant, de fagon que A'D' 
coincide avec AD ; les quatre angles en D et D' 6tant droits 
et les quatre segments BD, GD, B'D', G'D' 6tant 6gaux, 
D'G' viendra coincider avec DB et D'B' avec DC. G'A' coin- 
cidera par suite avec BA, et on en conclura, comme 
plus haut, BA = GA, c. q. f. d. 

3" Supposons que la hauteur AD soit bissectrice de 
Tangle A. Soit A'B'G' un second triangle identique au 
premier, et A'D' la nouvelle position de AD. Portons ce 
nouveau triangle sur ABG, en le retournant^ de fagon que 
A'D' coincide avec AD ; les quatre angles en D et D' 6tant 
droits, et les quatre angles BAD, GAD, B'A'D', G'A'D' ^ant 
6gaux, A'G' prendra la direction AB, A'B' prendra la di- 
rection AG et B'G' prendra la direction BG. Par suite G' 
coincidera avec B ; et Ton en conclura, comme plus haut, 
BA = GA, c. q. f. d. 

43. CopoUaire. — Un triangle Equilateral est iqui- 
angle, et reciproquement, 

Th£or£:me XYI 

44. — Dans un triangle ABG, le c6t6 AG est su- 
p^rieur, dgal ou infferieur au c6t6 AB, suivant que 
Tangle B oppose & AG est sup^rieur, 6gal ou in- 
fSrieur & Tangle G oppos6 & AB ; et reciproquement 

(fig^ 35). 

Si Ton suppose B = C, il en r6sulte AG = AB, d'aprfes 
le th^or^me pr^c^dent. 

Supposons done les deux angles B et G in^gaux, et 
soit 6 > 6 par exemple ; nous allons faire voir que Ton a 
AG > AB. On peut mener dans I'int^rieur de Tangle B 
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une droite BD faisant avec BG un angle GBD €gsl k 

Tangle G et coupant AG en D. Le triangle BGD est isocfele 

comme ayant deux angles 

6gaux, de sorleque GD=BD. 

D'ailleurs, dans le triangle 

ABD,ona(34)AB<AD+BD; 

done, puisque BD et GD sont 

6gaux, AB < AD + GD, c'est- "^ Fig. 35. 

Ji-dire AB < AG, c. q. f. d. 

Les propositions r^ciproques sont vraies d*aprfes le 
principe g^n^ral du n° 39. 

£X£RCICES 

1. '— Si Ton joint aux trois sommets d*un triangle ABC ua 
point interieur a ce triangle, on a, en d^signant par 2p le 
p6rimetre du triangle : 

2^±^+25<p<OA + OB + OC. 

2. — Soit AM une m^diane d'ua triangle ABC; d^montrer 
que Ton a : 

^ (AB + AG) > AM > ^ (AB + AG— BG). 

(On prolongera AM d'une longueur MA' 6gale a elle-mdme 
et on coQsiderera le triangle ABA'.) 

3. — 2p designant le perimetre d*un triangle et M la somme 
de ses trois m^dianes, on a : 

M 

-<p<M. 

4. — 2p ddsignant le pdrimetre d*un quadrilatere convexe , 
et S la somme de ses deux diagonales, d^montrer que 

p < S < 2|?. 

5. — Soit ABC un triangle isoc61e de sommet A; les deux 
hauteurs issues de B et G sont dgales; il en est de m^me des 
deux m^dianes, des deux bissectrices interieures ou ext6rieures 
issues des m^mes sommets B et G. 

6. — Du milieu D de la base BG d'ua triangle isocele ABG» 

2. 
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on m&ne des perpendiculaires sur les cdtes egaux : d^mootrer 
qu'elles soot 6gales. 

7. — Uu triangle ABC est isocele si la mMiane et la bissec- 
trice interieures issues d'un sommet A coincident. (On prolon- 
gera la m^diane AD d*une longueur DA' egale a elle-ni6me, et 
on consid^rera le triangle ABA'.) 

8. — Une perpendiculaire a la bissectrice d*un angle forme 
avec les c6t6s de Tangle un triangle isocele. 

9. — Si Ton porte sur les c6t6s d'un angle A deux lon- 
gueurs dgales AB, AB', puis deux autres longueurs ^gales AG, 
AC, les droites BG', B'C se coupent sur la bissectrice de Tangle. 

10. — Si Ton porte sur les c6t6s d'un angle A deux lon- 
gueurs 6gales AB. AB', puis qu'on mene par B et B' des per- 
pendiculaires BG, B'C' aux cotes AB, A'B', ces droites se 
coupent sur la bissectrice de Tangle. 



§ 3. — Les perpendiculaires et les obliques. 



Th£obI:me XVn 



45. — Si, d^un point G pris hers d'une droite AA', 
on m^ne & cette droite la perpendiculaire GB et 
diverses obliques GD, GE, GF... 

1<^ La perpendiculaire GB est plus courte que 
toute oblique GD; 

2^ Une oblique GD est sup^rieure, dgale ou infg- 
rieure & une autre oblique GE ou GF, suivant que 

la distance BD du pied de 
C la premiere au pied de la 

perpendiculaire est sup6- 
rieure, 6gale ou infferieure 
& la distance BE ou BF du 
pied de la seconde au pied de 
a: la perpendiculaire (fig. 36). 




1° Prolongeons la perpendi- 
culaire GB d'une longueur 
6gale k elle-m^me BG' et me- 
nons G'D. Dans le triangle 
Fig. 36. GDG', la hauteur DB est m6- 

diane par construction; ce 
triangle est done isocfele (42), ct Ton a GD = G'D. D'ail- 
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* leurs, on a (34) GC < CD + CD ; puisque CD = CD, 

1 
on peut toire ^ GC<CD ou GB<CD, c. q. f. d. 

2** Gonsid^rons d'abord deux obliques CD, GE s'^car- 
tant ^galement du pied de la perpendiculaire, de sorle que 
Bb = BE. Dans le triangle GDE, la hauteur GB est m6- 
diane ; ce triangle est done isocfele, et Ton a GD = GE, 
c. q. f. d. 

Supposons maintenant que GD s'^carte moins du pied 
de la perpendiculaire que GF : deux cas se pr^senlent, 
selon que GF et GD sont du mfime c6l6 de la perpendicu- 
laire ou sont de c6l6s diff^rents. Dans le premier cas, 
menons CD et GF, On montrera d'abord comme plus 
hautque GD = G'D, et de m6me GF=CF; et, comme la 
ligne bris6e GFC enveloppe la ligne bris6e convexe de 
m^mes exlr6mit6s GDG', on aura (31) 

GD + CD<GF + G'F. 

Gomme GD = G'D, GF=CF, on peut toire 

GD<GF, c. q. f. d. 

Le second cas se ramfene au premier : car si GD s'^carle 
moins du pied de la perpendiculaire que GF' et si ces 
deux obliques sont de part et d'autre de la perpendicu- 
laire GB, en prenant BF=BF, les obliques GF et GF' 
seront 6gales, d'apr^s ce qui a 6t6 d^montr^ tout k Theure, 
de sorte qu'on sera ramen6 k prouverqueronaGD<GF: 
c'est ce que nous venons de faire. 

Le theor^me est ainsi compl^lement d6moDtr6. 

46. — La perpendiculaire men^e d'un point sur une 
droite est la ligne la plus courte qu'on puisse mener du 
point a la droite : aussi I'appelle-t-on distance du point 
k la droite. 

47. — Les r^ciproques des propositions que Ton vient 
de demontrer sont 6videmment vraies, en verlu du prin- 
cipe 6nonc^ au n° 39. On peut les 6noncer ainsi : Si Von 
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considire plusieurs droites GB, CD, CE, CF, menses 
d*un point G a une droite AA', 

1° Si la droite GB est plus courte que toute autre droite 
mende de C a AA', elle coincide avec la perpendiculaire 
men^e de C sur kk' ; 

2° La distance BD du pied d'une oblique GD au pied de 
la perpendiculaire est sup&rieure, ^gale ou inferieure a 
la distance BE ou BF du pied d'une autre oblique GE 
ou CF au pied de la perpendiculaire, suivant que la pre- 
miere oblique GD est supirieure, igale ou inferieure a la 
seconde GE ou GF. 

48. Remarques. — 1* Deux obliques egales silu^es 
d*un mtoe c6t6 de la perpendiculaire coiocident. 

2° D'un point k une droite, on ne peut pas mener plus 
de deux droites ayant une longueur donn^e ; car, s'il y en 
avait trois, deux d'entre elles seraient du m6me c6l6 de 
la perpendiculaire, ce qui est impossible. 

3° Dans un triangle rectangle, les c6t6s de Tangle droit 
sont plus petits que Thypot^nuse, et, par suite (44), les 
angles autres que Tangle droit sont aigus. 

49. Definition. — On appelle lieu g^omitrique la 
figure form^e par Tensemble des poinls qui jouissent 
d'une propri6t6 commune. 

On peut consid6rer des lieux g6om6triques dans le plan 
ou dans Tespace; actuellement, il ne s'agira que de lieux 
g6om6lriques dans le plan. 

Pour d^montrer qu'une figure est le lieu g^om^trique 
des points satisfaisant h. une cerlaine condition, il faut 
d^monlrer deux propositions, savoir : 

1® Tout point de la figure satisfait k la condition consi- 
d6r6e ; 

2® Tout point en dehors de la figure ne satisfait pas k 
la condition consid6r6e. Gette seconde proposition est 
contraire de la premiere; on pourra done (5), si on le 
trouve plus commode, d^montrer k sa place la r6ciproque 
de la premiere proposition, savoir : 

Tout point salisfaisant k la condition consid6r6e appar- 
tienl k la figure. G'est en g^n6ral ce que Ton fait. 
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th^oreme xvm 



50. — Le lieu g^om6trique des points M ^qui- 
distants des extr6mit6s d'un segment de droite AB 

. est la perpendiculaire CD 61ev6e sur ce segment en 
son milieu G (fig. 37). 

i® Tout point M de CD est ^quidislant de A et de B : 
car MA et MB sont deux obliques qui s'^cartent 6gale- 
ment du pied de la perpendiculaire MC. 

2° Tout point M equidistant de A et de B est sur la 
perpendiculaire CD; car MA et MB, 6tant 
deux obliques 6gales, s'6cartenl ^galemient 
du pied de la perpendiculaire men^e de M 
sur AB'. 

51. — Les deux th^or^mes qui suivent 
sont connus sous le nom de cos d'^galiU 
des triangles rectangles, Ge sont des cas 
d'6gaUt6 parliculiers aux triangles rec- 
tangles, et qui ne rentrent pas dans les cas g^n^raux d^j^ 
eludi6s. 




Fig. 37. 



TH^ORiafE XIX 



Deux triangles rectangles sont 6gaux s'ils ont 
rhypot^nuse 6gale et un angle aigu dgai. 

Solent les deux triangles ABC, A'B'G' (fig, 38), reo- 





Fig. 38. 

tangles en A et A', dans lesquels on suppose BG = B'G' 
etC=:C'. 
Porlons le second triangle sur le premier, de facjon que 
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B'C coincide avec BG, B' veaant en B, G en G; le 
-c6l6 C'A' prendra la direction GA ^ cause de r^galil6 des 
angles G et G' ; B'A', perpendiculaire k G'A.\ prendra done 
une direction perpendiculaire k GA, et par suite co'inci- 
dera avec BA, qui est perpendiculaire aussi sur GA (28). 
A' viendra par suite en A, et les triangles coincideront;. 
done ils sont 6gaux : c. q. f. d. 

Th^orj^me XX 

52. — Deux triangles rectangles sont 6gaux s^ils 
ont I'hypotdnuse 6gale et un c6t6 de Tangle droit 
^gal. 

Solent les deux triangles ABG, A'B'G' {fig. 38), rec- 
tangles en A et A', dans lesquels on suppose BG = B'G', 
et AG = A'G'. Portons le second triangle sur le premier, 
de faQon que A'C' coincide avec AG, A' venant en A, 
C' en G, et que B'G' tombe du m6me c6l6 que BC de la 
droite AG. A'B' prendra la direction AB, k cause de T^ga- 
lit6 des angles droits A et A'. G'B', dans sa nouvelle posi- 
tion, et GB seront deux obliques 6gales, issues du meme 
point et situ^es d'un mftine c6t6 de la perpendiculaire GA 
a la droite AB ; elles coincideront done (48), de sorte que 
B' viendra en B. Les triangles coincident, et par suite 
sont 6gaux, c. q. f. d. 

Tn^ORiiME XXI 

53. — Le lieu g6om6trique des points ^quidistants 
de deux droites inddflnies BB', GC, qui se coupent 
en un point A, se compose des deux droites DD', EE', 
bissectrices des quatre angles formes en A par ces 
deux droites {fig, 39). 

1° Tout point M de la droite DD', par exemple, est 
Equidistant des droites BB' et CG'. Menons, du point M, 
les perpendiculaires MH et MR sur BB' et GG' ; les deux 
triangles rectangles MAH et MAR sont 6gaux comme 
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ayant Thypot^nuse AM commune el un angle aigu feal 
{MAH = MAk par hypothfese). Done on a MH = MK, • 
c. q. f. d. 

2° Tout point M Equidistant des droites BB' et CC est 
sur Tune des droites DD' ou EE'. Si du point M on 
abaisse des perpendiculaires MH 
et MK sur BB' et GC, on a ^v a? 

MH = MK. Les deux triangles \ / y^^ 

rectangles MAH et MAK sont \ /.x^; 

done Egaux comme ayant Thy- _- ' ^)\ ii "5 

polEnuse AM commune et un c6t6 ^y'^/^. 

de r angle droit 6gal (MH = MR) . pT / \ 

Par suite, les angles MAH, MAR ^/ E' 

sont Egaux, et la droite AM est Fig. 39. 

bissectrice de celui des quatre 

angles formes par les deux droites dans lequel se trouve 

le point M, c. q. f. d. 

EXERCIGES 

1. — On joint un point G a un point quelconque D d'une 
droite AA'; montrer que Tangle GDA va constamment en 
augmentant ou en diminuant quand le point D decrit la 
droite A A' dans le m6me sens. (On s*appuie sur les n®* 44 et 45.) 

2. — D6duire de I'exercice pr6c6dent que deux triangles sont 
6gaux s'ils out un c6t6 6gal et deux angles ^gaux cliacun a * 
cliacun. 

3. — Deux triangles ABC, A'B'G' out deux cotes egaux 
chacun a chacun, AB = A'B', AC = A'G'. En outre, les angles 
B et B' sont egaux. Si AG > AB, les deux triangles sont 6gaux ; 
si AG < AB, les deux triangles peuvent dtre egaux ou non ; 
dans ce dernier cas, les angles G et G' sont suppl^mentaires. 

4. — Les perpendiculaires elev6es sur les cotes d'un triangle 
en leurs milieux sont concourantes, c'est-a-dire se coupent en 
un mdme point. 

5. — Les bissectrices int^rieures d'un triangle sont concou- 
rantes. La bissectrice int6rieure d'un angle d'un triangle et les 
bissectrices ext^rieures des deux autres angles sont concou- 
rantes. 

6. — Soit I le point de concours des bissectrices interieures 
d'un triangle ABC ; soit V le point de concours de la bissectrice 
int^rieure de Tangle A et des bissectrices exterieures des 
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angles B et G; soient 1" et I'" les deux autres points analogues. 
Moutrer que le triangle Vl"V" a pour hauteurs les bissecirlces 
interieures du triangle ABC. Enoncer un theoreme analogue 
pour chacun des triangles Il'T", Il'I", II'l'". 

7. — Deux points A et A' sont dits symStriques par rapport 
a une di'oiie LL' si LL' est perpendiculaire sur AA' en son 
milieu. Deux figures sont symitriques par rapport a LL' si leurs 
points sont deux a deux symetriques par rapport a cette droite. 
Deraontrer que deux figures symetriques par rapport a une 
droite sont egales. 

8. — Etant donn6s deux points A et B situ6s d'un m6me 
c6t6 d'une droite LL', trouver sur cette droite un point G tel 
que la somme AG + BG soit la plus petite possible. (Si B' est 
le sym6lrique de B par rapport a LL', le point cherche G est 
sur la droite AB'.) 

§ 4. — Les parallMes. 

54. Definition. — Deux droiles sont dites paralldles 
si elles sont silu^es dans ud m6me plan, et si elles ne se 
renconlrent pas, si loin qu'on les prolonge. 

55. — Les droites parallMes existent effeclivement : le 
th^or^me suivant va nous le montrer. 



Th^or^me XXII 

Deux droites BB', GC, perpendiculaires sur une 
m6me droite AA\ sont parall^les {fig, 40). 

Gar si elles se renconlraient, on pourrait mener par 
leur point d'inlersection deux perpendiculaires k une 
m6me droite, ce qui est impossible (28). 
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56. Corollaire. — Par un point B pris en dehors 
d'une droite AA', on peut mener une parallele d cette 
droite {fig. 41). 
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Si, en effel, on mfene BG perpendiculaire sur AA', 
puis BD perpendiculaire sur BG, les droites BD el AA' 
seronl parallMes, d'apr^s le th^orfeme pr^c^dent. 

57. Axiome. — Par un point B pris en dehors d'une 
droite AA', on ne pent mener qu'une seule parallile a cette 
droite. 

Gelte proposition, connue sous le nom de postulatum 
d'Euclide, r^sulle de rid6e m6me que nous avons du 
plan. 

58. CoroUaires. — 1° Si une droite AA' rencontre 
une autre droite BB', elle rencontrera aussi toute droite 
CG' parallele d BB'. 

Sans cela, AA' et BB' seraient toutes deux parallfeles 
a GG', et, par leur point d'inlersection, on pourrait mener 
deux parall^les h GG', ce qui est impossible. 

2® Deux droites BB', GG' paralUles a une mime 
droite \A! sont paralUles entre elles. 

Car, si elles se rencontraient, par leur point d'intersec- 
tion on pourrait mener deux parallMes k AA', ce qui est 
impossible. 

iH^ORilHE XXIII 

69. — Si deux droites AA\ BB' sont parall^les, 
toute droite GC perpendiculaire sur I'une d^elles, AA', 
est aussi perpendiculaire sur Tautre BB' {fig. 42). 

La droite GG' coupe AA' en D, et, par suite, BB' 
en E (58). Si GG' n'6lait pas perpen- 
diculaire sur BB', par le point E, on 
pourrait mener une droite distincte ~ 
de BB', perpendiculaire sur GG', et. 
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par suite, parallMe h AA' (55). Done, j^ — 
par le point E, on pourrait mener ^. 

deux paraliyps k AA', ce qui est Fig. 42. 

impossible : GG' est done ntossaire- 
ment perpendiculaire sur BB', c. q. f. d. 

60. — Gonsid6rons deux droites AA', BB' et une troi- 
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si^me droite GC, qui les coupe en D et E [fig. 43). 
Chacun des points D et E est le sommet de quatre angles 
qui sont indiqu6s sur la figure par les num^ros 1 , 2,. . .7, 8. 
Deux angles de sommels diff^rents, situ^s de part et 
d'aulre de la sicante GC, et entre les deux droiles AA' 
et BB', sont dits alternes-internes : tels sont les angles 
1 et 6, ou 2 et 5. 
Deux angles de sommets diff^rents, situ6s de part et 

d*autre de la s^cante et en dehors 
des deux droites, sont dits altemes- 
extemes : tels sont les angles 3 et 8, 
ou 4 et 7. 

Deux angles de sommets diff6- 

rents, situes du m^me c6te de la 

s6cante, et Fun entre les deux 

Fig. 43. droites, Tautre en dehors des deux 

droites, sont dits correspondants : 
tels sont les angles 1 et 8, ou 2 el 7, ou 3 et 6, ou 4 et 5. 
Deux angles de sommets diff^rents, situes du m^me 
c6t6 de la s^cante, et tous deux entre les deux droites ou 
tous deux en dehors des deux droites, sont dits intirieurs 
du mSme c6t4, tels que 1 et 5, ou 2 et 6; ou ext^rieurs du 
mSme c6i4^ tels que 3 et 7, ou 4 et 8. 

ThiSoreme XXIV 

61. — Si une s6cante GC coupe en D et E deux 
droites parall^les AA', BB' : 

l^* Deux angles alternes-intemes sont 6gaux; 

Z^ Deux angles alternes-externes sont 6gaux; 

3° Deux angles correspondants sont 6gaux; 

4<^ Deux angles int^rieurs d'un m6me c6t6 sont 
suppl6mentaires ; 

5<^ Deux angles ext6rieurs d'un m6me c6t6 sont 
suppl6mentaires (fig, 44). 

Par le milieu F de DE, menons la perpendiculaire aux 
paraliyes AA', BB', qui les coupe respectivement en G et H. 
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Les triangles rectangles DGF, EHF sont 6gaux (51) 
comme ayant Thypot^nuse ^gale, DF = EF par construc- 
tion, et un angle aigu 6gal (DFG = E'PH comme opposes 
par le sommet). Les angles FDG 
et FEH sont done 6gaux. II en r6- 
sulte que les quatre angles aigus2, 
4, 5, 7 sont 6gaux entre eux, puis- 
que 4 et 7 sont respectivement op- 
poses par le sommet aux angles 2 
et 5 dont nous venons de d^mon- ^ y^ 
trer T^galit^. Les quatre angles C'^ ^ 

obtus 1, 3, 6, 8 sont par suite *^' 

6gaux entre eux, car chacun d'eux a pour supplement 
I'un des quatre angles aigus que nous venons de consi- 
d^rer. 

Les quatre angles aigus formes autour des points D et E 
6tant 6gaux entre eux, ainsi que les quatre angles obtus, 
on voit imm6diatement que le th^orfeme 6nonc6 est com- 
plMement d6montr6. En elfet, deux angles alternes- 
internes sont toujours aigus ou obtus en m6me temps, et 
par suite ^gaux, et il en est de m6me de deux angles 
alternes-externes ou de deux angles correspondants ; au 
contraire, deux angles int^rieurs ou ext^rieurs d'un m^me 
cote sont toujours Tun aigu et I'autre obtus, et par suite 
suppl^mentaires, puisque les angles aigus 2, 4, 5, 7 sont 
les supplements des angles obtus 1, 3, 6, 8. 

Hemarque. — Si la s^cante CG' 6tait perpendiculaire 
sur kk' et BB', la demonstration pr^cedente ne s'appli- 
querait plus ; mais le theor^me ne cesse pas d'etre vrai, 
puisque les huit angles formes autour des points D et E 
sont alors egaux comme droits. 

Th^or^me XXV 

62. — Reciproquement, si deux droites AA', BB' sont 
couples en D et E par une s6cante GC, ces deux 
droites sont parall^les : 

10 Si deux angles alternes-intemes sont 6gaux; 
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2^ Si deux angles alternes-externes sont 4gaux; 

S^ Si deux angles correspondants sont 6gaux; 

4*' Si deux angles int^rieurs d'un m6me c6t6 sont 
suppl^mentaires ; 

B^ Si deux angles ext^rieurs d'un m6me c6t6 sont 
suppl6mentaires {fig. 45). 

PlaQons-nous dans le premier cas el supposons que les 
deux angles allernes-inlernes ADE, B'ED soient 6gaux. 

Menons par E la parallMe FF' k 
AA' : d'apr^s la proposition direcle, 
on aura ADE — F'ED ; il en r^sulle 
que les angles WED et F'ED sont 
egaux : ces angles 6lant situ^s du 
m^me c6t6 de ED doivent coinci- 
der, et par suite FF' coincide avec 
BB' : done BB' est parailfele k AA', 
c. q. f. d. 

On raisonnerait de mftme dans les autres cas. 
63. — Les propositions conlraires sont vraies aussi (5). 
Signalons en particulier celle-ci : 

Si deux droites AA' BB' font avec une sicante CC deux 

angles interieurs d*un meme cdte 
dont la somme est diff^rente de 
deux angles droit s, ces deux 
droites ne sont pas paralleles 
{fig, 46). 

D'un c6t6 de la s6canle, cette 
somme est plus grande que 
deux angles droits, et de Tautre 
c6t6 elle est plus petite que deux 
angles droits, car la somme des 
quatre angles interieurs vaut quatre angles droits. Les 
deux droites AA', BB' se rencontrent du c6t6de la secante 
oil cette somme est plus petite que deux angles droits, 

Menons en effet la parallMe FF' a AA' par le point E : 
si la somme des angles ADE el BED est inferieure a deux 
angles droits, Tangle BED est plus petit que Tangle FED, 
puisque FED est le supplement de ADE. Done, la demi- 




Fig. 46. 
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droite EB est enlre les deux parallMes AA' et FF', et ren- 
contre n6cessairement la demi-droite DA. 

Th^oreme XXVI 

64. — Deux segments de droites parall^les AG, BD, 
compris entre deux droites parall^les AB, CD, sont 
6gauz {fig. 47). 

Menons AD : les triangles ABD, AGD sonl ^gauxcomme 
ayant un c6t^ commun AD adjacent k deux angles 6gaux 
chacun h chacun (DAB=: ADC comme alternes-inlernes 
par rapport aux parallMes AB, CD 
coup6es par AD ; ADB=DAG comme 
alternes - internes par rapport aux 
parallWes 4C, BD couples par AD). 
Done, les c6l6s AG, BD, opposes aux 
augles 6gaux ADC, DAB, sont 6gaux, Fig. 47. 

c. q. f. d. 

65. Remarque. — Si AG et par suite BD sont perpen- 
diculaires sur AB et GD, AG et BD sont les distances des 
points G et D ^ la droite AB : ces distances 6lant ^gales, 
on dit que deux paralieles sont par tout a 4gale distance 
Vune de r autre, 

Tfl^OREME XXVII 

66. — Deux angles qui ont leurs c6t6s respecti- 
vement paralieles : 

1° Sont 6gaux si les c6t6s paralieles sont dirig6s 
deux ^ deux dans le m6me sens ou deux ^ deux en 
sens contraires ; 

2° Sont suppiementaires si deux c6t6s paralieies 
sont de m6me sens et les deux autres de sens con- 
traires {fig. 48). 

Considtons les deux angles BAG, B'A'G' qui ont leurs 
c6tes respectivement parall^es et de mtoe sens. Soit D 
le point oh A'B' coupe AG ; les angles BAG, B'DG sont 
6gaux comme correspondants par rapport aux paral- 
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IfeleswAB, A'B' couples par AG ; demfime, les angles B'A'C, 
B'DG sont 6gaux comme correspondants par rapporl aux 
parallMes AC, A'G' couples par A'B' ; les angles BAG, 

B'A'G' ^lant 6gaux tons deux h 
Tangle B'DC, sont 6gaux, c. q. f. d. 
Si les deux angles BAG, B''A'G" 
ont leurs c6t6s respeclivement pa- 
rallMes et de sens contraires, ils 
gont encore 6gaux, puisque Tangle 
B'A'G', oppos6 par le sommet h 
Tfiingle B^'A'G'', est egal h Tangle 
BAG d'aprfes ce qui precMe. 
Si les deux angles BAG, B'A'G" ont leurs c6l^s respec- 
tivement parall^les, les uns 6tant de m^me sens et les autres 
de sens contraires, ils sont suppl^mentaires, car Tangle 
B'A'G" a poursuppl6mentTangle B'A'G', 6gali Tangle BAG, 
d'apr^s ce qui pr^c^de. 
Le th^or^me est done compl^tement d^montr^. 




TnfiOR^ME XXVni 

67. — Deux angles qui ont leurs c6t6s respecti- 
vement perpendiculaires sont 6gaux ou suppl^men- 
taires suivant quails sont tons deux aigus ou obtus 
ou que Tun est aigu et Pautre obtus. 

Supposons d'abord que les deux angles aient le m6me 

sommet, et consid^rons, en premier 
lieu, les deux angles aigus BAG, 
DAE {fig, 49), dont les c6t^s sont 
respectivement perpendiculaires : 
AD sur AB et AE sur AG. Ges deux 
angles sont ^gaux ; car ils ont tous 
deux pour complement Tangle GAD. 
Gonsid^rons maintenant les deux 
angles obtus GAB', EAD' ; ils sont 
6gaux, car ils ont pour supplements 
les angles BAG, DAE, 6gaux d'apr^s ce qui pr^c^de. 
Consid^rous enfln Tangle aigu BAG et Tangle obtus 




Fig. 49. 
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BAD' ; ils sont suppl^menlaires, carle second a pour sup- 
plement Tangle DAE, 6gal au premier d'apr^s ce qui 
pr6cMe. 

Si les deux angles n^ontpae le m6me sommet, tels que 
BAG et B'A'C [fig, 50), menons par A les demi-droiles 
AD, AE, respeclivement pa- 
rall^les aux c6t6s A'B^ MQJ et 
de m6me sens. L'angle DAE 
aura ses c6t6s respectivement * 
perpendiculaires k ceux de 
Tangle BAC^et, en outre, sera j^, 
6gal ^Tangle B'A'C d^apr^s le 
th^or^me pr6c6dent : Tangle 
B'A'C est done ^gal h. Tangle 
BAG ou h, son supplement en 
mtoe temps que Tangle DAE, 
et le theor^me enonc6 est par suite complfetement d6- 
montr6. 




Fig. 50. 



Th£ob£ime XXIX 



68. — La somme des angles d'un triangle quel- 
conque ABC est 6gale 6. deux angles droits (fig. 51). 



■ Prolongeons BG en CD au deli du sommet C, et menons 
la parallMe CE h, AB. Les angles ECD et B sont 6gaux 
comme correspondants par rap- 
port aux parall^les AB, CE cou- 
pees par BG. Les angles AGE 
et A sont ^gaux comme al- 
ternes-internes par rapport aux 
memes parall^les coup6es par 
AC. La somme des trois angles 
du triangle est done la m6me 
que celle des trois angles ECD, EGA, AGB, et, par suite 
(22), vaut deux angles droits, c. q. f. d. 

69. Remarque. — La demonstration mfime montre 
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que tout angle extMeurd'un triangle est ^gal d la somrn^ 
des deux angles int^rieurs non adjacents. 

70. CorollaireB. — 1* (7n tHangle a au plus un angle 
droit ou obtus. 

2° Dans un triangle rectangle, les deux angles aigus 
sont compUmentaires, 

3® Un angle d'un triangle est le supplement de la somme 
des deux aulres : done, si deux triangles ont deux angles 
i^gaux chacun d. chacun, les troisi&mes angles sont aussi 
egaux. 

H en r6sulte que Ton pent renoplacer le premier cas 
d'6galil6 des triangles par celui-ci qui est plus general : 
Si deux triangles ont un c6t6 6gal et deux angles 4gaux 
chacun a chacun, ils sont ^gaux. 

4® Deux triangles ABC, A'B'C, qui ont leurs c6t6s pa-- 
ralleles ou perpendiculaires chacun a chacun, ont leurs 
angles ^gaux. 

En effet, d'aprfes les n°* 66 et 67, les angles formes par 
les c6t6s parallfeles ou perpendiculaires et que nous de- 
signons par la mfime lettre avec ou sans accent, sont 6gaux 
ou suppl^mentaires ; de sorte que Ton peut faire les quatre 
hypotheses suivantes : 

10 A+A' = 2^ B + B'=2S 

2° A =:A', B + B' = 2^ 

3'> A =A', B =B', 

4*^ A =A', B =B', 

La premiere de ces hypotheses est impossible,puisqu'elle 
conduit au r^sultat suivant : A + A' -f- B + B' + C + C 
= 6**', tandis que la somme des angles des deux triangles 
vaut quatre angles droits (68). 

La seconde est h. rejeter 6galement, et pour une raison 
analogue, puisqu'elle conduit h. ce r^sultat, A-|-A'-(-B 
+ B'+C + (:'=4d' + A + A'. 

La troisi^me est impossible aussi d'apr^s ce qui pri- 
ckle (S'^). 

La quatri^me hypoth^se, subsistant seule comme pos- 
sible, est done toujours v6rifi6e, c. q. f. d. 
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Th£or£:mb XXX 

71. — La somme des angles d*uii polygone convexe 
est 6gale k autant de fois deux angles droits qu'il a 
de c6t6s moins deux. 

Soil le polygone ABCDEF {fig. 52). Par le sommet A, 
par exemple, menons toutes les diagonales possibles AG, 
AD, AE ; on decompose ainsi le polygone en triangles : le 
nombre de ces triangles est 6gal au nombre des cdt6s du 
polygone moins deux, car chaque ^ 

triangle contient un seul cdt6 du /^^FZ, — ^ 

polygone, sauf les triangles ex- / i \ **x. \ 
tr^mes ABC, AEF qui en contien- ^"^ j \ "" *\p 
nent chacun deux. D'autre part, \ \ \ / 
la somme des angles du polygone \i 'y 

est 6videmment la mfeme que celle ^ ^ 

des angles de tons ces triangles : ^^k- ^• 

la somme des angles d'un triangle 
valant deux angles droits, la somme des angles du po- 
lygone vaut autant de fois deux angles droits qu'il a de 
c6t6s moins deux, c. q. f. d. 

72. Corollaire. — Si n d6signe le nombre des c6t6s 
du polygone, la somme de ces angles est 2*'x(n — 2) 
= (2n— 4)*'. 

En particulier, la somme des angles d'un quadrilatfere 
convexe vaut quatre angles droits; si done ces quatre 
angles sont 6gaux, chacun d'eux est droit. 

EXERCICES 

1 . — Si deux segments 6gaux AB, GD sont situes sur deux 
droites paralleles, ou bien les droites AG, BD sont paralleles, 
ou bieu elles se coupent en un point 0, milieu commun de AG 
et de BD, et les droites AD, BG sont paralleles. 

2. — Si deux angles ont leurs cotes respectivement paral- 
leles, leurs bissectrices sont paralleles ou perpendiculaires. 

II en est de m^me pour deux angles dont les c6t6s sont res- 
pectivement perpeDdiculaires. 

ANDOYEn. — GEOMETRIE, 3 



^ LIVRE PREMIER. 

3. — Qael est le lieu g6om6trique des points qui sont a une 
distance donn6e d'une droite donnee? 

4. — Quel est le lieu g^ometrique des points 6quidistants de 
deux droites paralleles ? 

5. — La somme des distances d*un point quelconque de la 
base d'un triangle isocele aux deux autres cotes est coostante. 

Comment modifier cet 6nonce si le point est pris sur le pro- 
longement de la base? 

6. — Deduire de Texercice precedent le lieu geometrique des 
points dont la somme ou la difference des distances a deux 
droites donnees a une valeur constante donnee. 

7. — La somme des distances d'un point pris a Tiaterieur 
d*un triangle Equilateral aux trois c6t6s de ce triangle est 
constante. 

Commeut modifier cet 6nonc6 si le point est pris en dehors 
du triangle? 

8. — Si Ton consid6re un triangle ABC et un point int6- 
rieur 0, Tangle BOG est plus grand que Tangle BAG. 

9. — Un polygons convexe ne pent avoir plus de trois angles 
aigus. 

10. — Un polygons convexe de dix-sept cotes a tons ses 
angles Egaux; combien vaut chacun d'eux? 

11. — Gonnaissant les trois angles d'un triangle, calculer 
les angles sous lesquels se coupent deux hauteurs ou deux bis- 
sectrices ; calculer aussi les angles que forment en un sommet 
les c6t6s, les bissectrices et la hauteur qui y aboutissent. 

12. — Si dans un triangle rectangle Tun des angles aigus 
est double de Tautre, Thypot^nuse est double du plus petit c6te 
de Tangle droit, et r^ciproquement. 



§ 5. ~ Les parall61ogrammes. 

73. — Un trapize est un quadrilat^re convexe dont 
deux c6l6s opposes sont paralleles; les c6l6s parallMes 
sont les bases du trapeze, leur distance est la hauteur du 
trapeze. 

Le trapeze est rectangle si Tun des c6t6s non piirall^les 
est perpendiculaire sur les bases. 

Le trapeze est isocele si les deux c6l6s non paralleles 
sont 6gaux. 

Un paralldogramme est un quadrilatere dont les c6l^s 
opposes sont paralieies deux k deux ; il est n(?cessaire- 
ment convexe. 
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L'un quelconque des c6l6s peut recevoir le nom de 
hdse : la hauteur est alors la distance de ce c6t6 au c6t6 
oppos6. 

Un rectangle est un quadrilatfere dont les quatre angles 
sont 6gaux : chacun d*eux est, par suite, droit (72). 

Un losange est un quadrilatfere dont les quatre c6t6s 
sont 6gaux. 

Un carre est un quadrilatfere dont les quatre angles 
sont 6gaux, et aussi les qualre c6tes : c'est done h la fois 
un rectangle et un losange. 

Th^orj^me XXXI 

74. — Dans un parall^logramme ABGD : 

1^ Deux c6t6s opposes sont 6gaux; 

2^ Deux angles opposes sont 6gaux et deux angles 
non opposes sont suppl^mentaires; 

3^ Les diagonales se coupent mutuellement en 
parties 6gales {fig, 53). 

En effet : 

i** Deux c6t^s ^gaux AD, BG sont ^gaux comme paral- 
IMes comprises entre parallfeles (64). 

2° Deux angles opposes BAD, 
BCD sont 6gaux comme ayant 
les c6t6s paranoics et de sens 
contraires (66). 

Deux angles non opposes 
BAD, ABC sont suppl^menlaires ^ 
comme int6rieurs d'un m6me '^' 

c6t6 par rapport aux parallMes AD, BG couples par AB. 

3® Les diagonales AG* BD se coupent en 0. Les deux 
triangles AOB, GOD sont egaux comme ayant un c6t6 
6gal (AB = GD d'apr^s ce qui pr^cMe) et deux angles 
^gaux chacun k chacun (OAB = OCD comme alternes- 
internes par rapport aux parallMes AB, GD couples 
par AC ; OBA = ODC comme alternes-internes par rap- 
port aux mfemes parall^les couples par BD). Les c6t6s 
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opposes aiix angles 6gaux sont par suite 6gaux, de sorte 
que OA = OG, et OB = OD, c. q. f. d. 

Th^oreme XXXII 

75. — Un quadrilat^re convexe ABGD est un 
parall61ogramme : 

1^ Si les c6t6s opposes sont 6gaux deux k deux; 

2^ Si les angles opposes sont 6gaux deux & deux 
ou les angles non opposes suppl^mentaires deux k 
deux; 

3^ Si deux c6t6s opposes sont 6gaux et parall^les; 

4® Si les diagonales se coupent mutuellement en 
parties 6gales (fig. 53). 

En effet : 

l** Gonsid^rons les deux triangles ABC, AD'G : ils sont 
^gaux comme ayant les trois c6t6s 6gaux chacun h 
chacun (AC commun, AB = GD par hypoth^se, et de 
m^me AD=:BG). Les angles BAG, DGA sont par suite 
egaux : ces angles 6tanl alternes -internes par rapport aux 
droiles AB, CD couples par AG, AB el CD sont paral- 
lh\es (62). De m6me de Tegalil^ des angles AGB, GAD, on 
d^duit le parall61isme des droites AD, BG. La figure ABGD 
est done un parall61ogramme, c. q. f. d. 

2® Supposons les angles opposes 6gaux deux k deux, 
de sorte que : 

BAD = BCD et ABC = ADC. 

On a aussi (72) : 

BAD + ABG + b6d + ADC = 4*' ; 

done on peut 6crire, en prenant la moiti6 des deux 
membres et tenant comple des premieres 6galit6s : 

BAd+ABG = 2^ bad + ADC =2^ 

de sorte qu*on est ramen6 au cas oh les angles non 
oppos6s sont suppl^mentaires deux k deux. 
Les angles BAD, ABG 6tant suppl6mentaires et int6- 
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rieurs d'un mfime c6t6 par rapport aux deux droites AD, BG 
couples par AB, AD et BG sont parallMes (62). De 
m^me les angles BAD, ADC ^tant suppMmenlaires, les 
droiles AB, GD sonl parall^les : la figure ABGD est done 
un parall^logramme, c. q. f. d. 

3° Supposons les droites AB, GD parallMes, et, en m^me 
tenjps, soit AB = GD. Les deux triangles ABC. ADG sont 
egaux comme ayant un angle ^gal (BAG = DGA comme 
alternes-internes par rapport aux parallWes AB, GD cou- 
ples par AG) compris entre deux c6t6s ^gaux chacun k 
chacun (AG commun, AB=GD par hypo th^se). Par suite, 
les angles AGB et GAD sont ^gaux et la demonstration 
s'achfeve comme plus haut (1®). 

4° Supposons OA = OG, OB = OD. Les deux triangles 
AOB et GOD sont egaux comme ayant un angle dgal 
(A6b = g6d comme opposes par le sommet) compris 
entre deux c6t6s 6gaux chacun k chacun d'apr^s I'hypo- 
th^se. Done on a : OAB = OCD, et on en d^duit, comme 
plus haut, le parall61isme des droites AB, GD. De m6me 
les triangles AOD, BOG sont 6gaux, et on en d^duit le 
parallelisme des droites AD, BG. La figure ABGD est done 
un parall^logramme, e. q. f. d. 

Remarque. — Les r^ciproques des propositions ^non- 
cees au n** 74 sont les propositions 1°, 2° et4® du th^orfeme 
que nous venons de d6montrer. 

Th^or^me xxxin 

76. — Un rectangle ABGD est un parall61o- 
gramme dont les diagonales sont ^gales {fig, 54). 

Lafigureestun parallflogramme, 
puisque les angles opposes sont 
6gaux deux k deux comme droits 
(75, 2«). 

Les triangles rectangles ABG, 
BAD sont ^gaux comme ayant les ^'^* ^*" 

c6t6s de Tangle droit 6gaux (AB commun, AD = BG 
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comme c6l6s opposes d'un parall^logramme). Done 
AG = BD, c. q. f. d. 

Th^oreme XXXIV 

77. — E^ciproquement, un parall61ogramme ABGD 
dont les diagonales sont 6gales est un rectangle 

ifig^ 54). 

Les triangles ABC, BAD sont 6gaux comme ayant les 
trois c6t^s 6gaux chacun h. chacun (AB commun, 
AD=BC comme c6t6s opposes d'un parallflogramme, 
AG=BD par hypolhfese). Done les angles ABC, BAD sont 
6gaux; 6tant aussi suppl^mentaires eomme angles non 
opposes d'un parall61ogramme, ils sont droits, et la figure 
est un rectangle, e. q. f. d. 

Tn^ORfeME XXXV 

78. — Un losange ABCD est un parall^logramme 
dont les diagonales sont perpendiculaires Tune sur 
Tautre et sont bissectrices des angles [fig. 55). 

B Les quatre c6l6s d'un losange 6tant 

A\ 6gaux, les c6t6s opposes sont ^gaux deux 

/ j \ ct deux, et par suite la figure est un pa- 

/ i \ rall^logramme (75, 1°). 

a/— "1- — 7G La diagonale BD coupe AG en son mi- 

\ I / lieu (74, 3°) ; d'ailleurs, dans le triangle 

\ i / isocMe ABG, la m^diane BO est en m6me 

\/ temps hauteur et bissectrice (41) : le 

^ th^orfeme est done eompl^tement d^- 

Fig. 55. , , ^ 

* montre. 

Th^orj&me XXXVI 

79. — R^ciproquement, un parall^logramme ABCD 
est un losange : 

1<> Si les diagonales sont perpendiculaires l^une 
sur Fautre; 



LA LIG^B DROITE. 55 

2*^ Si nne diagonale est bissectrice de Pun des 
angles dont elle contient les sommets {fig. 55). 

En effet : 1® Dans le triangle ABC, lam^diane BO est 
enmftme temps hauteur; done AB = BC (42, 2°); on en 
d^duit imm^diatement que la figure est un losange. 

2® Les angles ABD, BDC sont ^gaux comme alternes- 
internes par rapport aux parallMes AB, CD couples 
par BD ; d'ailleurs, les angles ABD, CBD sont 6gaux par 
hypothfese. Les angles BDC, CBD sont par suite dgaux, 
et Ton en conclut BC = CD (42, 1*») ; il en r6suKe imm6- 
diatement que la figure est un losange. 

80. — Le carr6 6tant k la fois un rectangle et un 
losange, on voitqu*wn carriest un paralUlogramme dont 
les diagonales sont ^gales, perpendiculaires Vune sur 
V autre et hissectrices des angles, 

Cette proposition est susceptible de plusieurs r6ci- 
proques : nous laisserons au lecteur le soin de les 6noncer 
et de les d^montrer. 

EX£RCIGES 

1. — Dans un triangle rectangle, la m^diane issue du som- 
met de Tangle droit est 6gale a la moitie de Thypotenuse, et 
reciproquement. 

2. — Galculer les angles formes au sommet de Tangle droit 
d'un triangle rectangle par les coles, la hauteur, la m6diane et 
les bissectrices qui y aboutissent. 

3. — Sur les cotes d'un carre ABCD, on prend dans le 
mSme sens des longueurs egales AA', BB', CC, DD' : d6mon- 
trer que la figure AB'G'D' est un carr6. 

4. — Les bissectrices des angles d'un parallelogramme 
forment un rectangle; les diagonales de ce rectangle sont les 
paralieles aux c6t6s du parallelogramme menses par le point de 
rencontre de ses diagonales; elles sont egales a la difference de 
deux c6t6s adjacents du parallelogramme. 

Comment modifier cet enonce si Ton considere les bissectrices 
des angles exterieurs du parallelogramme. 

5. — Deux points A et A' sont sym6lrlques par rapport a un 
point 0, si O est le milieu de AA'. Deux figures sont sym^- 
triques par rapport a un point 0, si leurs points sont deux a 
deux symetriques par rapport a 0. Demontrer que deux figures 
planes symetriques par rapport a un point sont egales. 
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6. — Un point est dit centre d*une figure, si les points de 
cette figure sont deux a deux sym^triques par rapport a ce 
point. Demontrer que le point de rencontre des diagonales 
d'un parallelogramme est centre de ce parallelogramme. 

7. — Tout parallelogramme inscrit dans un parallelogramme 
donn6 a m6me centre. 

8. — Dans un trapeze isocele, les diagonales sont 6gales, et 
les angles opposes sont supplementaires. 

9. — Par ie point de rencontre I des bissectrices int6rieures 
d'un triangle ABC, on mene une parallele a BG, qui coupe AB 
en D et AG en E; demontrer que DE = BD + GE. 

Gomment modifier cet 6nonc6 si le point I est remplac6 par 
un des points de rencontre de deux bissectrices exterieures et 
d'une bissectrice interieure? 

10. — Dans un trapeze ABGD, dont la petite base AB est la 
raoitie de la grande base GD, on mene la diagonale AD et on 
suppose que Tangle GAD est droit. Calculer les angles du tra- 
peze et les c6te3 noa paralleles. 



Questions diverses 

1. — La droite qui joint les milieux de deux c6tes d*un 
triangle est parallele au troisieme c6l6 et ^gale a sa moiti6, et 
reciproquement. 

(On d^montrera d'abord que la parallele FG a BG, menee 
par le milieu F de AB, passe par le milieu E de AG; a cet efi'et, 
on montrera que si G est le point d'intersection de FG avec la 
parallele a AB men6e par G, la figure AFGG est un parallelo- 
gramme.) 

2. — En menant par les sommets d'un triangle des paral- 
leles aux c6t6s opposes, on forme un nouveau triangle que Ton 
peut decomposer en quatre triangles egaux au triangle pri- 
mitif. 

3. — Deduire de I'exercice precedent que les trois hauteurs 
a'un triangle sont concourantes. 

4. — Quel est le lieu geometrique des milieux des segments 
de droite GD obtenus en joignant un point G a un point va- 
riable D d*une droite AA'? 

5. — Les trois m^dianes d'un triangle se coupent en un 
m6me point situ^ au tiers de chacune d'elles a partir de la base 
correspondante. (Les deux m^dianes AD et BE se coupent 
en M; la parallele a BE, menee par G, coupe AD en H; on d6- 
montrera que Ton a AM = MH et MD = DH.) 

6. — Dans un triangle ABC, le point de concours des 
perpendiculaires 61ev6es sur les cdt6s en leurs milieux, le point 
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de concours G des m^dianes et le point de concours H des 
hauteurs sont trois points en ligne droite ; le point G est entre 
les points et H, et Ton a GH = 2G0. (Les paralleles a CH 
et BH, men6es par B et C, se coupent en un point S; on fera 
voir que D ^tant le milieu de BG. AO ef HO sont deux m^dianes 
du triangle AHS.) 

7. — Montrer, en gardant les notations de Texercice pr^c6- 
dent, que OD est la moitid de AH. 

8. — Soit ABCO un parall^logramme ; M et N 6tant les mi- 
lieux des c6t6s opposes AB, CD, lesdroites BN, DM divisent la 
diagonale AG en trois parlies 6gales. 

9. — Les droites qui joignent les milieux des c6t6s conse- 
cutifs d'un quadrilatere forment un parall^logramme. 

10. — Les droites qui joignent les milieux des c6t4s opposes 
d'un quadrilatere se coupent en un point qui est le milieu de 
chacune d*elles et le milieu de la droite qui joint les milieux des 
diagonales. 

11. — Dans un trapeze, la droite qui joint les milieux des 
diagonales passe par les milieux des cdt^s non paralleles. La 
distance des milieux des diagonales est la demi-difference des 
bases du trapeze ; la distance des milieux des cdt^s non paral- 
leles est la demi-somme des bases. 

12. — Soit AD une mediane d'un triangle ABC. L'angle ADB 
est obtus, droit ou aigu suivant que AB est superieur, egal ou 
inferieur a AG, et reciproquement. 

13. — Dans les mtoes conditions, Tangle BAD est superieur, 
6gal ou inftrieur a Tangle GAD, suivant que AB est inferieur, 
6gal ou superieur a AG, et r6cij)roquement. 

14. — Dans les mtoes conditions, Tangle BAG est obtus, 
droit ou aigu suivant que AD est inf(5rieur, 6gal ou superieur 
a la moitid du cdt6 BG, et reciproquement. 

15. — Si AD et BE sont deux medianes du triangle ABC, 
AD est superieur, 6gal ou inferieur a BE, suivant que BG est 
inferieur, egal ou superieur a AG, et reciproquement. 

16. — Si AD ct BE sont deux hauteurs du triangle ABG, 
AD est superieur, 6gal ou inferieur a BE, suivant que BG est 
inferieur, ^gal ou superieur a AG, et reciproquement. 

17. — La bissectrice exterieure de Tangle A d'un triangle ABG 
rencontre le c6te BG en un point D 8itu6 sur la demi-droite BG 
ou sur la demi-droite GB prolong^e, suivant que AB est supe- 
rieur ou inferieur a AG. Si AB = AG, la bissectrice consideree 
est parallele a BG. Reciproques. 

18. — Soit AD une bissectrice interieure d'un triangle ABG; 
Tangle ADB est obtus, droit ou aigu, suivant que AB est supe- 
rieur, egal ou inferieur a AG, et reciproquement. 

19. — Si deux triangles ABC, A'B'G' ont un angle egal A=A', 
un cote egal AB= A'B', et si les angles en B et B' sont sup- 

3. 
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plementaires, le c6t6 BG est plus grand que le c6te B'C, si 
Tangle B est obtus. 

20. — Soit AD une bissectrice interieure d*un triangle ABC; 
le segment BD est sup^rieur, 6gal ou inferieur au segment CD, 
suivant que AB est superteur, egal ou inferieur a AC, et reci- 
proquement. 



J 



LIYRE n 
LA CIRCONF^RENCE 




§ 1<>'. — Definitions. Position d^une droite par rapport 

k une circonf^rence. 



81. — Lelieu g^om^lrique des points qui sont h une 
distance constante donn^e d'un point fixe est une cir- 
conference {fig, 5G). 

La longueur constante donnfe est le rayon, le point 
est le centre de la circonference. 

Sur chaque demi- droite OL 
issue du point 0, il y a un point 
A et un seul appartenant ci la 
circonference. 

Cette remarque nous donne 
une id^e nette de la forme de la 
circonference qui est une ligne ^^k- ^• 

courbe fermee, 

Le segment OA, qui va du centre ci un point quelconque 
A de la circonference, est un rayon, 

Tous le& rayons (Tune circonference sont egaux. 

Un point est int^rieur ou ext^rieur k une circonference, 
suivant que sa distance au centre est inf^rieure ou sup^- 
rieure au rayon ; et reciproquement. 

Le cercle est la portion du plan qui est limitee par la 
circonference. 

On confond souvent dans le langage les sens des mots 
cercle et circonference. 

82. — Deux circonferences et 0' de meme rayon sent 
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igales; car, si on fait coincider leurs centres, elles coin- 
cideront n6cessaireinent. 





Fig. 57. 

Une circonference ne cesse pas de coincider avec elle- 
mfeme si on la fait tourner autour de son centre [fig. 57). 



Thj^orIime I 

83. — Une droite AB ne rencontre pas une circon- 
ference, la rencontre en un seul point ou en deux 
points, suivant que la distance OG du centre O & 
cette droite est sup6rieure, 6gale ou infdrieure au 
rayon. 

Dans le premier cas [fig, 58), la distance OC est sup^- 
rieure au rayon, et, par suite, le point C est ext^rieur a 
la circonference. Soit M un point quelconque de AB; 



JM B 




C M B 




Fig. 58. 



Fig. 5J. 



Toblique OM est sup^rieure ila perpendiculaire OG (45), 
et, k plus forte raison, sup6rieure au rayon. Done tout 
point de la droite AB est ext^rieur ci la circonference : la 
droite AB ne rencontre pas la circonference. 
Dans le second cas Qig, 59), la distance OC est egale 
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au rayon, et, par suite, le point C est sur la circonfe- 
rence. La distance OM du centre k un point quelconque M 
de la droite AB est sup^rieure k OG (45), c*est-^-dire au 
rayon. Done tout point de la droite AB autre que C est 
ext^rieur k la circonKrence : la droite AB rencontre la 
circonf^rence en un seul point. 

Dans le troisi^me cas {fig. 60), la distance ^C' est in- 
f^rieure au rayon, et, par suite, le point C est k Tinl^rieur 
de la circonKrence. Or, si un point 
est k rint^rieur d'une courbe fer- 
m^e, il est clair que chaque demi- 
droite illimit^e, issue de ce point, 
rencontre n^cessairement la courbe 
en un point au moins. Done, la 
droite AB rencontrera la circonf6- ^''fif- ^• 

rence en deux points D et E, et deux seulement, puis- 
qu'on ne pent mener d'un point k une droite plus de deux 
obliques ayant une longueur donn^e (48). 

Ces deux points D et E seront de part et d'autre du 
point C, et k ^gale distance de ce point, puisque les deux 
obliques 6gales OD, OE doivent s'6carter 6galement du 
pied de la perpendiculaire (47). Un point de la droite sera 
k I'inlerieur ou k Text^rieur de la circonKrence, suivant 
qu'il sera ou non sur le segment DE, et r^ciproquement. 

84. — Les r6ciproques des propositions pr6c6dentes 
sont vraies (39). On pourrait d*ailleurs les d^montrer 
directement sans aucune difficulty. 

85. — Toute droite qui rencontre une circonKrence en 
deux points est, par rapport k cette circonKrence, une 
sicante; la portion de la droite contenue k I'int^rieur de 
la circonf^rence est une corde. 

Si une courbe ne pent 6tre rencontr^e en plus de deux 
points par une droite illimit6e quelconque, on dit qu'elle 
est convexe : la circonference est done une courbe convexe, 
puisqu'elle ne peut 6tre rencontr^e en plus de deux points 
par une droite. 

86. — Une droite AB qui rencontre une circonference 
en un seul point G est appel^e une tangente ; le point G 
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est le point de contact de la langente avec la circon- 
ference. 

Des propositions 6nonc6es ci-dessus, il r^sulte que : 

La perpendiculaire AB, devee sur un rayon OC en son 
extrimit6 C, est tangente a la circonf^rence en G ; 

R6ciproquement, une tangente AB d une circonf^rence 
est perpendiculaire sur le rayon qui aboutit au point de 
contact G [fig. o9). 

Gette seconde proposition pent se d^montrer direc- 
tement de la fagon suivante : un point M quelconque de AB 
autre que G est ext^rieur cl la circonference, puisque, s'il 
6tait interieur, la droite AB serait, d'apr^s ce qui a (5t6 dit 
plus haul, une secante. Done, la distance OM est supe- 
rieure au rayon, c'est-^-dire ^ OG : OG est alors la droite 
la plus courte qu'on puisse mener du point G k la droite 
AB, et par suite OG est perpendiculaire sur AB (47). 

87. Remarques. — 1** Une tangente est tout enti^re k 
I'exl^rieur de la circonKrence, h. I'exception de son point 
de contact. On peut dire aussi que la circonf6rence est 
tout enti^re situ6e d'un m6me c6t6 de chacune de ses 
tangentes. 

2° Par un point interieur k une circonference, on ne 
peut faire passer aucune tangente h cette circonference. 

Par un point G d'une circonference 0, on peut faire 
passer une tangente k cette circonference et une seule : 
c'est celle qui a son point de contact en G et qui, par suite, 
est perpendiculaire en G au rayon OG. 

§ 2. — Les arcs et les cordes. 

88. — Un arc est une portion quelconque AMB de cir- 
conference {fig. 6d). Le segment de droite AB qui joint 
les extremities d'un arc est la corde de cet arc : on dit que 
la corde sous-tend Tare ou que Fare est sous-tendu par la 
corde. 

II esl facile de comparer deux arcs appartenant k deux 
circonferences egales ou kla meme circonference. 
Soient les deux arcs AMB, GND appartenant respec- 
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Fig. 61. 



livement aux circonKrences ^gales et 0'. Faisons coin- 
cider ces deux circonKrences, de faQon que le point C 
vienne en A, el, en outre, que le sens dans lequel marclie 
un mobile pour d^crire Tare GND, de C vers D, dans sa 
nouvelle position soil 
le m^me que celui dans 
lequel marche un mo- 
bile pour d^crire Tare 
A MB de A vers B. 
Cette operation est 
toujours possible, soit 
directement, soit apr^s 
retournement du plan. 

Le point D vient dors occuper unecertaine position E. 
Si les points B et E coincident, les arcs GND, AMB sont 
superposables et par suite ^gaux. 

Si le mobile qui d^crit Tare AMB de A vers B rencontre 
le point E avant le point B (c'esl le cas de la figure), Tare 
GND 6gal h Tare AME est plus petit que Tare AMB. Au 
conlraire. Tare GND est plus grand que Tare AMB, si le 
mobile rencontre le point B avant le point E. 

89. — Gonsiderons deux arcs AMB, GND dans deux cir- 
conferences ^gales et 0' {fig. 62 et 63) et construisons 
sur la circonference 0, k la suite de Tare AMB, un arc BPE 
^gaU rare GND. Trois 

G 

E 

Fig. 62. 



cas peuvent se pre- 
senter : 

1° Un mobile dtoi- 
vant la circonference 
dans le sens AMB 
rencontre le point B 




avant le point E {fig, 
62). Alors la somme des deux arcs AMB, GND est Tare 
AMPE ; inversement. Tare BPE ou son ^gal GND est la 
difference des deux arcs AMPE et AMB. 

2° Un mobile d^crivanl la circonference dans le sens 
AMB rencontre le point E'avant le point B {fig. 63). Alors 
la somme des deux arcs donnes se compose de la cir- 
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conference enti^re AMPA augmenl^e de Tare AQE. 

3° Les points A et E coincidenl : la somme des deux 
arcs donn6s est alors la circonKrence enti^re. 

On obtiendra le r6siiltat de plusieurs additions ou sous- 




Fig. 63. 

tractions successives d'arcs donnas en r^p^tant I'une des 
operations pr^c^dentes autant de fois qu'il sera n6cessaire. 

90. — Un diametre d'une circon- 
f^rence est une corde AB passant par 
le centre {fig. 64). 

Le diametre vaut deux fois le 
rayon, et par suite tons les diametres 
d'une mSme circonfirence sont egaux. 
Le diametre est plus grand que 
toute corde CD de la m4me circonfe- 
rence; car, dansle triangle COD^ on a CD < OG + OD : CD 
est done plus petit que la somme de deux rayons, et par 
suite, plus petit que le diametre. 




Fig. 64. 



TnifiOREME II 

91. — Un diametre AB d^une circonf^rence Odivise 
en deux parties 6gales la circonf6rence et le cercle 

(fig^ 65). 

Prenons un point C quelconque sur Tare AMB, et menons 
la corde CD perpendiculaire en E sur AB. On a CE = ED, 
h. cause de T^galit^ des obliques OC et OD. 

Faisons tourner main tenant le demi-plan AMB aulour 
de AB comme charni5re, jusqu'^ ce qu'il vienne s'appli- 
quer sur le demi-plan ANB. 
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Le point C viendra coincider avec le point D, puisque 
CE = ED et que les angles en E sont droits. Ainsi, par ce 
mouvement, un point quelconque de 
Tare AMB vient coincider avec un 
point de Tare ANB : ces deux arcs 
sont done superposables, et par suite 
6gaux, c'est-ii-dire que lediam^tre AB 
partage la circonKrence en deux par- 
ties 6gales. ^ 

Les deux surfaces AMB, ANB sont 
de m^me superposables; c'est-k-dire quo le diamfetre AB 
partage le cercle en deux parties ^gales, c. q. f. d. 

• 

Th^orI:m£ III 

92. — Le diamdtre AB, perpendiculaire but uno 
corde CD, divise en deux parties 6gales cette corde 
et les deux arcs GAD, GBD qu'elle sous-tend {fig. 65). 

D*abord le point E est le mDieu de CD k cause de T^ga- 
lit6 des obliques OG et OD. Si maintenant on fait tour- 
ner le demi-plan AMB autourdeAB de faQon qu*il vienne 
s'appliquer sur le demi-plan ANB, les deux arcs AMB, 
ANB viendront en coincidence et aussi les points G et D. 
Done les arcs AG et AD se superposent et il en sera de 
m^me des arcs BG et BD. Les arcs AG et AD sont done 
egaux enlre eux, c'est-k-dire que A est le milieu de Tare 
GAD. De m6me B est le milieu de Tare GBD, c. q. f. d. 

Remarque. — Toute droite qui vi^rifiera deux des 
cinq conditions suivantes : 

1° Passer par le centre 0; 

2** ]&lre perpendiculaire sur une corde GD ; 

3* Passer par le milieu de la corde GD ; 

4** Passer par le milieu de Tare GAD ; 

5** Passer par le milieu de Tare GBD ; 
v6rifiera aussi les trois autres, d'apr^s le th^or^me pre- 
cedent, puisque par deux points passe une seule droite 
et que, par un point, on pent mener une seule perpendi- 
culaire k une droite. 
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93. Corollaire. — Le lieu geomitrique des milieux 
de touies les cordes paralleles a une direction donn^e est 
le diametre perpendiculaire sur cette direction. 



Th^orIime IV 

94. — Deux droites parallMes AB, CD inter- 
ceptent sur une circonf6rence O des arcs 6gaux. 

Trois cas peuvent se presenter : 

1° AB et CD sont des s6cantes {fig, 66J, interceptant 
sur la circonKrence les arcs EG, FH. Soient I, R les 
milieux des cordes EF, GH, et faisons tourner le demi- 
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Fig. 66. 



Fig. 67. 



D 



plan TEA autour du diametre OKI jusqu'^ ce qu'il vienne 
s'appliquer sur le demi-plan IRB. D'apr^s ce qui a 6i6 dit 
plus haut, Tare EG vient se superposer k Tare FH ; ces 
deux arcs sont done 6gaux. 

2® AB est stonte, CD est tangente en G {fig, 67). OG 
est perpendiculaire sur la tangente CD et, par suite, sur 

sa parall^le AB. Done, G est le milieu 
de Tare EGF (92), de sorte que les 
arcs EG, FG sont 6gaux. 

3® AB et CD sont tangentes en E 
et F {fig, 68). La droite EF est un dia- 
metre puisque OE et OF sont perpen- 
diculaires sur les droites parallMes 
AB, CD. Done les arcs EMF, ENF 
sont 6gaux tons deux k la demi-cir- 
conf^rence et, par suite, ^gaux entre eux. 

Le th^orfeme est done d^montr6 dans tous les cas pos- 
sibles. 





A 
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Fig. 68. 
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Fig. 69. 
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95. — Une corde AB d'une circonKrence sous- 
tend deux arcs AMB, ANB [fig. 69). Menons le diam^tre 
AOA'; les deux arcs AMA', ANA' 
sont ^gaux (91); done Tare AMB est 
plus petit que la demi-circonKrence. 
Toules les fois que nous parlerons do 
Tare sous-tendu par une corde, il 
faudra entendre, k moins que le con- 
traire ne soit sp6cifi^, qu'il s'agit du 
plus petit des deux arcs sous-tendus 
par cette corde. 

TfllfeORl&ME V 

96. — Soient dans deux circonfdrences 6gales O 
et O' ou dans une mdme cir conference, deux arcs 
AMB, GND sous-tendus par les cordes AB, CD; la 
corde AB est infdrieure, 6gale ou sup^rieure & la 
corde CD suivant que Tare AMB est infdrieur, 6gal 
ou sup^rieur k Tare CND. 

Supposons d'abord les arcs AMB, GND 6gaux (/fgr. 70); 
lis peuvent 6tre ame- 
nes en coincidence; 
alors les cordes CD, 
AB qui les sous-ten- 
dent seront elles-m6- 
mes en coincidence; 
par suite elles sont 
6gales. 

Supposons maintenant les deux arcs donn6sin6gauxet 
soit AMB le plus petit 
[fig, 71). Prenons, k 
partir du point A et 
dans le sens AMB sur 
la circontoence 0, un 
arc AME 6gal h. Tare 
CND; la corde AE 
sera ^gale h la corde 
CD, d'apr^s ce qui pr6cMe, de sortequ'il suffit de d^mon- 




Fig. 70. 




Fig. 71. 
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trer que AB est inf^rieur k AE. Remarquons que Tangle 
AOE est sup6rieur h Tangle AOB puisque OB tombe enlre 
OA et OE, et consid^rons les deux triangles AOB, AOE : 
ils ont deux c6t6s ^gaux chacun k chacuu (OA commun, 
OB = OE corarae rayons), et Tangle AOB du premier est 
inKrieur k Tangle AOE du second : done (37) le c6t6 AB 
oppose k Tangle AOB dans le premier est inKrieur au 
c6l6 AE oppos6 k Tangle AOE dans le second, c. q. f. d. 

97. — R^ciproquement, si on consider e dans deux cir- 
conferences ^gales et 0' ou dans une meme circonfe- 
rence, deux cordes ABj CD, /'arc AMB sous-tendu par la 
corde AB est inferieuPy egal ou superieur a Varc pND 
sous-tendu par la corde CD, suivant que la corde AB est 
inferieure^ igale ou sup6rieure a la corde CD. 

Ges propositions sontvraies en vertu du principe 6nonc6 
au n° 39. 

Remarque. — On verra ais^ment comment le th^o- 
r^me pr^c6dent et sa r^ciproque doivent 6tre modifies, 
si Ton veut considerer les arcs sup^rieurs k une demi- 
circonf^ience sous-tendus par les cordes AB, CD. 

Th^oreme VI 

98. — Soient dans deux circonf6rences 6gales 
O et O' ou dans une m6me circonf^rence, deux cordes 
AB, CD ; la distance OH de la corde AB au centre 
O est inf^rieure, 6gale ou sup^rieure & la distance 
O'K de la corde CD au centre 0\ suivant que la 
corde AB est supdrieure, 6gale ou inf^rieure & la 
corde CD. 

Supposons d'abord les cordes AB, CD 6gales {fig, 72). 
On pent faire coincider les deux circonferences et 0' de 
faQon que CD coincide avec AB; alors O'K coincidera 
avec OH, puisque d'un point on peut mener une seule 
perpendiculaire k une droite. Done les distances O'K et 
OH sont ^gales. 

Supposons maintenant les deux cordes donn^es ine- 
gales, et soit AB la plus petite {fig. 73). Prenons, k partir 
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du point A, dans le sens AMB, sur la circonKrence 0, un 

arc AME 6gal k Fare GND ; la corde AE sera ^gale k la 

corde CD, et, si 01 est la distance du point k AE, 01 

sera 6gale k O'K d'apr^s 

ce qui pr^cfede, de sorte 

qu'il sufflt de d6mon- 

trer que 01 est infe- 

rieure k OH. Or OH 

rencontre AE en un 

point G compris entre " Fig. 72. 

et H, puisque le point 

E e4 certain ement entre le point B et le point A' diam6- 

Iralement oppos6 au point A. On a done OG < OH; en 

outre 01 6tant per- 

pendiculaire sur AE, m/^^'/^'^N^ /^ ^^X^ 

on a OK OG (45) ; 

done on a, k plus forte ^i^::'Si% ^^cj 

raison, 01 < OH, ^ ^ 

c. q. f. d. 

99. — R^ciproque- p. ^3 
ment, si on considered 

dam deux circonferences igales et 0' ou dans une 
meme cir conference^ deux cordes AB, CD, la corde AB 
est superieure, igale ou inferieure a la corde CD suivant 
que la distance OH de AB au centre est inferieure, 
egale ou superieure d la distance O'K de CD au centre 0'. 
La v6rit^ de ces propositions r^sulte imm6diatement 
du principe 6nonc^ au n° 39. 

§ 3. — Positions relatives de deux circonferences. 

TfljfeoRiiME vn 

100. — Par trois points A, B, C, non situ6s en 
ligne droite, on pent faire passer une circonf6rence 
et une seule {fig, 74). 

Le centre d'une circonf^rence passant par les trois 
• points A, B, G est Equidistant de ces trois points. En 
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particulier, il est Equidistant des deux points A et B et, 
par suite (50), se trouve sur la perpendiculaire DD' Ele- 
vEe sur AB en son milieu D ; pour la m6me raison, il est 
sur la perpendiculaire EE' 61ev6e sur AG en son mi- 
lieu E. 

Si les trois points A, B, G sont en ligne droite, ces 
deux perpendiculaires sont parall^les et, par suite, il 
n'existe pas de circonference passant par ces trois points, 
ce que nous savions d6j^, puisqu'une droite ne peut pas 
rencontrer une circonference en trois points. 

Si les trois points A, B, G ne sont pas en ligne 'droite, 

les deux droites DQt et EE' se 
rencontrent n^cessairement en 
un point 0, car si elles Etaient 
parall^les, les droites AB, AC, 
qui leur sont respectivement per- 
pendiculaires, seraient parall^es 
et par suite sur le prolonge- 
ment Tune de I'autre. Le point 
Etant Equidistant des points A 
et B, d'une part, et des points A et G, d' autre part, est 
le centre d'une circonference passant par les trois points 
A, B, G. 

La fa^on dont nous avons obtenu le point nous 
montre en mEme temps qu'il n'existe pas d'autre circon- 
ference passant par les trois points A, B, G. 

Remarque. — Le point appartient aussi k la per- 
pendiculaire FF' elevEe sur BG en son milieu F, puisqu'il 
est Equidistant des points B et G. 

101. — II rEsulte du thEor^me precEdent que deux cir- 
confErences ne peuvent avoir trois points communs sans 
co'incider; done deux eireonferenees distinetes ont au 
plus deux points eommuns. 

On dit de deux circonfErences qu'elles sont s4cantes si 
elles ont deux points communs ; elles sont tangentes si elles 
ont un seul point commun, qui est alors appele leur point 
de contact. 
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102. — Si deux olrconfdrences distinctes O et O' 
ont un point commun A en dehors de la ligne des 
centres OO', elles ont un second point commun B, tel 
que OO' est perpendioulaire sur AB en son milieu. 

Si deux circonfdrenoes O et O' ont un point com- 
mun A sur la ligne de9 centres OO', elles sont tan- 
gentes en ce point. 

Gonsid^^s d'abord la premier cas {fig. 75). Menons 
du point ^une perpendi- 
oulaire A*G sur 00' et pro- 
longeons-la d'une longueur 
CB 6gale k elle-m^me. Le 
point B appartient h. la cir- 
conf6rence 0, car OB = OA 
comme obliques s'^cartant 
^galement du pied de la 




Fig. 75. 




Fig. 76. 



perpendiculaire (45). Pour una raison pareille, le point B 
appartient aussi k la circonf^rance 0' et, par suite, est 
commun aux deux circonf^rences, c. q. f. d. 

Envisageons maintenant le deuxi^me 
cas [fig, 76). Les deux circonKrences 
ne peuvent avoir aucun autre point 
commun que A, car si elles avaient un 
point commun B en dehors de la ligne 
des centres, elles auraient en commun 
un troisifeme point G construit comme nous venons de le 
voir plus haut ; elles auraient done trois points communs, 
ce qui est impossible ; si, en second lieu, elles avaient un 
second point commun B sur la ligne des centres, elles 
auraient un diam^tre commun et, par suite, co'incide- 
raient, ce que nous ne supposons pas. N'ayant en com- 
mun que le seul point A, les deux circonf^rences sont 
tangentes, c. q. f. d. 

103. — Reciproquement, si deux circonferences et 0' 
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sont s^canteSf la ligne des centres 00' est perpendiculaire 
sur la corde commune en son milieu G. 

Si deux circonferences et 0' sont tangentes, leur 
point de contact A est sur la ligne des centres. 

La v6ril^ de ces propositions r^sulte du principe g6n6- 
ral du n* 39 ; la premiere se d^montre d*ailleurs direcle- 
ment sans difficult^. 

Remarque. — Si deux circonferences sont tangentes 
en A, elles ont m^me tangente en leur point de contact : 
cette tangente est, en effet, la perpendiculaire en A Ma 
ligne des centres. 

Thj^obIime IX 

104. — Deux circonferences distinctes O, O' 
peuvent presenter cinq positions relatives dis- 
tinctes : 

1<> Elles peuvent 6tre ext6rieures Tune k Tautre : 
alors la ligne des centres OC est sup6rieure h, la 
somme des rayons; 

2<* Elles peuvent 6tre tangentes ext^rieurement : 
alors la ligne des centres OO' est 6gale h, la somme 
des rayons; 

Z^ Elles peuvent 6tre s^cantes : alors la ligne des 
centres OO' est inf^rieure & la somme des rayons et 
sup6rieure & leur difference ; 

4P Elles peuvent 6tre tangentes int6rieurement : 
alors la ligne des centres CO' est dgale & la diffe- 
rence des rayons ; 

5<^ L^une d^elles pent 6tre interieure & Tautre : alors 
la ligne des centres OO' est inferieure & la difference 
des rayons. 

1* 00' coupant les circonKrences respectivement en 
A et A' [fig. 77), on a : 

00' = OA + AA' -t- O'A' 

et par suite, 00' > OA -}- O'A', c. q. f. d. 

2** A 6lant le point de contact situ6 sur 00' [fig. 78), 
on a : 

00' = OA + O'A, c. q. f. d. 
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3® A 6lant un point commun aux deux circonKrences 
(fig, 79) , on a dans le triangle OAO' (34) : 

00' < OA -f O'A et 00' > OA - O'A, c. q. f. d. 






Fig. 77. 



Fig. 78. 



Fig. 79. 



4<* A 6lanl le point de contact situ6 sur 00' [fig, 80), 
on a : 

00' = 0A— O'A, c. q. f. d. 





Fig. 80. 



Fig. 81. 



5* 00' coupant les circonKrences respectivement en 
A et A' (fig, 81), on a : 

00' = 0A — O'A'-AA' 
et par suite : 

00' < OA - O'A', c. q. f. d. 

105. — R^ciproquement, si Ton considere deux cir- 
confirences et 0' : 

1° Elles sont extdrieures rune d V autre si la ligne des 
centres 00' est superieure a la somme des rayons; 

2** Elles sont tangentes extMeurement si la ligne des 
centres 00' est egale a la somme des rayons; 

3** Elles sont sicantessi la ligne des centres 00' est inf^- 
rieure d la somme des rayons et sup4rieure d leur diffe- 



rence; 



4° Elles sont tangentes intirieurement si la ligne des 
centimes 00' est 6gale d la difference des rayons; 

ANDOYER. — GflOMETRIE. 4 
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5® Uune d'elles est interieure d Vauire, si la ligne des 
centres 00' est infirieure a la difference des rayons. 

La v6rit6 de ces propositions r^sulte du principe g6n6- 
ral du n^ 39. 

EXERCIGES 

1. — D^montrer directemeat que, si une droite rencoutre 
fine circonf6rence ea un point A et n'est pas perpendicu- 
laire au rayon OA, elle n'est pas tangente a la circonference. 

2. — On joint un point A a un point M d'une circonference : 
comment varie la longueur AM lorsque M d6cnt la circonfe- 
rence ? (La distance du point A a la circonference est A6 si B 
est le point de la circonference. qui correspond a la plus petite 
valeur de AM.) 

3. — Par un point A on mene une droite qui rencontre une 
circonference en B et G ; comment varie la longueur BG lorsque 
la droite tourne autour du point A ? 

4. — Deux cordes 6gales AB, GD d'une circonference se 
coupent en un point S ; demontrer que ces deux cordes sont 
symetriques par rapport au diametre SO (voy. exercice 7, § 3, 
livre I). En deduire les consequences. 

5. — Deux circonferences se coupent en un point A ; par A 
on mfene une droite qui coupe les circonferences en B et G ; 
comment varie la longueur BG lorsque la droite tourne autour 
du point A ? (Par le centre de Tune des circonferences on 
mene une parallele OD a BG, et par le centre 0' de I'autre, 
une perpendiculaire O'D a BG; OD est la moitie de BG, et il 
suffit d'etudier OD.) 

6. — On joint un point A d'une circonference a un point B 
d'une autre circonference ; quelle est la plus petite ou la plus 
grande valeur de AB? 

7. — Deux circonferences et O' se coupent en un point A ; 
les rayons OA et O'A prolonges coupent ces circonferences en 
B et G; demontrer que BG passe par le second point d'inter- 
section A' des deux circonferences etest perpendiculaire sur A A'. 

8. — Les segments interceptes sur une droite entre deux 
circonferences concentriques sont egaux. 

9. — Quel est le lieu geometrique des points situes a une 
distance donnee d'une circonference donnee? 

10. — Quel est le lieu geometrique des milieux des cordes 
d'une circonference qui out une longueur donnee? 

11. — Un segment de longueur donnee se meut en restant 
parallele a lui-meme, de fagon qu'une de ses extremites decrive 
une circonference. Quel est le lieu geometrique de I'autre extre- 
mite? 



•I 



LA CIRCONPlfiRENCE. 75 

12. — Quel est le lieu g^ometrique du milieu d'un segment 
de longueur donn6e dont les extr6mites s'appuient sur deux 
droites reciangulaires ? 

13. — Quel est le lieu g^ometrique des centres des cercles 
de rayon donn6 tangents a une droite donn6e ? 

14. — Quel est le lieu geom6lrique des centres des cercles de 
rayon donne tangents a un cercle donn6? 

15. — Quel estle lieu g^ometrique des points d'oii Ton peut 
mcner a une circonferenco une tangente de longueur donnee ? 

16. , — Quel est le lieu geometrique des points d'oii Ton voit 
une circonf^rence sous un angle donn6? (L'angle sous lequel 
on voit une circonference d'un point donn6 est Tangle des 
tangentes men6es de ce point a la circonference.) 

17. — Quelle est la situation respective de deux circonfe- 
rences dont les rayons sont 15 metres et 6 metres, et dont la 
distance des centres est 10 metres ? 



§ 4. — La mesure des angles. 

106. — Avant d'aller plus loin, il est n^cessaire de 
rappeler les principes fondamentaux de la Ih^orie de la 
mesure dee grandeurs. 

Considerons des grandeurs de mSme esp^ce pour les- 
qujlles r^galit^ et Taddition aient ^16 d^finies : les lon- 
gueurs, les angles, les arcs de circonf^rences ^gales seront 
dans ce cas. 

Pour mesurer une grandeur A de Tesp^ce consid6ree, 
il faut, tout d'abord, choisir une grandeur de m6me 
esp^ce U qui servira de terme de comparaison et qui 
revolt le nom d'unitd. Trois cas peuvent alors se pre- 
senter : 

1° La grandeur A est la somme d'un certain nombre 
entier de grandeurs ^gales h. 1' unite U, ou, en d'autres 
termes, A contient I'unite un certain nombre entier de 
fois, 5 par exemple ; on dit alors que la grandeur A a pour 
mesure ce nombre entier 5 lorsque Ton prend pour unite 
la grandeur U et, s'il n'y a pas d'ambiguit6 possible sur 
le choix de Tunite, on dit simplement que A est mesur^e 
par ce nombre entier 5. 

2° L'unite U n'est pas contenue un nombre entier de 
fois dans A, mais il existe une grandeur V de mtoe esp5ce 
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conlenue un nombre entier de fois dans U, c'esl-k-dire 
une partie aliquote de U, qui est contenue aussi un 
nombre enlier de fois dans A. 

Supposons, par exemple, qu'onait d'abord reconnu que 
A conlient U plus de cinq fois, mais raoins de six fois ; 
puis qu'on ait trouvd une grandeur V contenue sept fois 
dans U et trente-six fois dans A. On voit que A contient 
Irenle-six fois la septi^me partie de Tunit^ U, et Ton dit 
alors que le nombre fractionnaire trente-six septiemesy 

ou — , est la mesure de la grandeur A lorsque Ton prend 

U pour unit^. 

3** II n'existe aucune grandeur de m6me espfece qui soit 
h. la fois partie aliquote de A et de U. 

La grandeur A est dile alors incommensurable avec 
I'unit^ U, et par opposition, dans les deux cas pr^c^dents, 
on dit que A est commensurable avec U. 

Le nombre qui mesure A est un nombre incommensu- 
rable dont on pent obtenir des valeurs approchdes avec 
telle precision qu'on voudra. Si, par exemple, la valeur 
approch^e de ce nombre doit 6tre obtenue h moins de un 
miili^me pr^s, oncberchera le plus grand nombre entier 
de fois que A contient la milli^me partie de U; soit 3047 
ce nombre. A est done supMeure k 3047 fois la milli^me 
partie de U, mais inf^rieure a 3048 fois la milli^me partie 
de U. Le nombre incommensurable qui mesure A a par 
suite pour valeur approch^e k moins de un milli^me pr^s 
par d6faut, le nombre decimal 3,047, et h moins de un 
milli^me pr^s par exc^s, le nombre decimal 3,048. 

Comme en arithm^tique, nous ne consid^rons les 
nombres incommensurables qui mesurent les grandeurs 
incommensurables que par leurs valeurs approch^es, et 
par suite, nous n'aurons jamais h raisonner que sur des 
grandeurs commensurables. 

107. — On appelle rapport d'une grandeur A h une 
grandeur B de m^me esp^ce, le nombre qui mesure A 
lorsque Ton prend B pour unite. 



LA CIRCONPISRENCE. ' 77 

TH]gOREM£. 

I*e rapport de deux grandeurs A et B est le quo- 
tient des n ombres a et 5 qui mesurent ces deux gran- 
deurs rapportdes & une m6me unit6 arbitraire U. 

Supposons, en effet, que A et fi soient mesur<^esrespec- 

2 7 
tivement par les nombres fraclionnaires - et - lorsque 

3 5 

Ton choisit une certaine unil6 U. On peut dire encore que 
A et B sont mesur^es par les nombres fraclionnaires 
^gaux aux pr6c6dents, mais de mSme d^nominaleur, 
2X5 3X7 10 21 

3X5*3X5^" 15^M5* 

Done A contient dix fois et B contient vingt et une fois 
la quinzi^me partie de U ; d'oti il r^sulte que A contient 
dix fois la vingt et unifeme partie de B. Le nombre qui 
mesure A lorsque Ton prend B pour unite, est done le 

nombre fractionnaire rr ou ^rr^ » or ce nombre est pr^- 

cis6ment, d'aprfes la rfegle de la division des nombres 

2 7 
fraclionnaires, le quolient des nombres o ^t 5 qui mesu- 
rent A et B lorsque Tunit^ esl U, c. q. f. d. 

Le rapport de deux nombres ^lant leur quolienl, on 
voit que Ton peut dire encore que le rapport des deux 
grandeurs A et B est ^gal au rapport arithmdtique des 
nombres a et ^ qui mesurent ces grandeurs lorsque Ton 
prend une unil6 arbilraire U. 

On repr6senle le rapport de la grandeur A k la gran- 

deur B par la notation ^ ; on peut done 6crire : 

A a 
B = l' 

n faut bien remarquer que A et B d^signent des gran- 
deurs, et que le symbole ^ est un nombre. 
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108. — Supposons que Ton mesure une grandeur A 
successivement avec deux unites diff^rentes U el U'; 
soient a et a' les nombres ainsi oblenus. 

11 est clair que si U' est inf^rieure kU, a' serasup6rieur 
k rt, et inversement. 

D\ine faQon plus precise, il est facile d'obtenir une rela- 
tion entre les nombres a, a' et le rapport q de la gran- 
deur U ^ la grandeur U'. 

Le rapport de A k U, c'est-^-dire a, est en effet ^gal, 
d'aprfes le th^or^me pr6c^dent, au rapport des nombres a 
et q qui mesurent A et Ulorsque Ton prend pour unit6 U'. 
On a done : 



a' 



a=— , ou a •=-aq, 

C'est ainsi que si Ton considfere une longueur de cinq 
metres, elle est mesur^e par le nombre 5, si on prend le 
m^tre pour unite; par le nombre 500, si on prend le cen- 
timetre pour unil6 ; par le nombre 0,005, si on prend le 
kilometre pour unit6. 

109. — Gonsid^rons deux series de grandeurs variables 
qui se correspondent de telle faQon que le rapport de 
deux grandeurs quelconques de la premiere s6rie soit^gal 
au rapport des deux grandeurs correspondantes de la 
deuxi^me s^rie. On dit alors que les grandeurs des deux 
s6ries consid6r6es sont proportionnelles. 

Si A et A' sonl deux grandeurs de la premiere s^rie, 
B et B' les deux grandeurs correspondantes de la deuxi^me 

A B 

serie, les deux rapports jj, :pri sont ^gaux , c'est-k-dire 

que Ton a la proportion 

(!)- = - 
^*^A' B'' 

dont les termes portent les noms que Ton apprend en 
arilhm^tique. 

Si a et a' sont les nombres qui mesurent A et A' rap- 
porl^es h une unit6 arbitraire U, et si b et b' sont les 
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nombres qui mesurent B et B' rapport^es k une unil6 ar- 
bitraire V, on aura entre les quatre nombres a, a', 6, b' 
la proportion arithm^tique : 

A B 

puisque les rapports 6gaux ^7, ^, sonl respeclivement 

6gaux aux rapports aritbm^tiques -„ y. 

De cette relation entre les quatre nombres a, a', 6, b\ 
on pourraen conclure un grand nombre d'autres de formes 
diff^rentes, amsi qu'on Fapprend en arithm6tique. 

110. — Si les grandeurs A, A', B, B' sont toutes les 
quatre de m^me espfece et v^riflent la 'relation (1), on dit 
que B' est une quatrieme proportionnelle k A, A', B. 

Si, en outre, les grandeurs A' et B sont identiques, on 
dit que B est moyenne proportionnelle entre A et B' ; on 
dit aussi dans ce m6me cas que B' est une troisi^me pro- 
portionnelle k A et B. 

Si a, a'y by b' sont les quatre nombres qui mesurent 
A, A', B, B' rapporl^es k une m^me unit6 arbitraire U, 
on a toujours : 

a b 

d'oti Ton tire en particulier ab' = a'b. 

Si les grandeurs A' et B deviennent identiques, on a 
a' = b, et cette relation devient : 

ab' = b^, ou b = \/aP. 

111. — On commet trait une grave erreur en attribuant 
aux proportions enlre des grandeurs telles que (1), les pro- 
pri6les des proportions arilhm^tiques telles que (2). 

II est clair, par exemple, que si les grandeurs A et A'ne 
sont pas de m6me esp^ce que les grandeurs B et B' on ne 
pent pas changer Tordre des moyens dans la propor- 

tion (1) : car ^ n'est alors susceptible d'aucun sens. 



' r t 



.80 LIVRE II. 

Dans tous les cas, il serait de m^me absurde d'^crire 
que le produit des extremes est ^gal au produit des 
moyens ; car le produit de deux grandeurs est une expres- 
sion qui n'a pas de sens, que ces grandeurs soient ou non 
de mSme esp^ce. 

Les seules propri^t6s des proportions arithm^tiques que 
l*on puisse transporter aux proportions telles que (1), sont 
celles qui conduisent k de nouvelles 6galil6s ayant un 
sens pr6cis. G'est ainsi que I'on pourratoujours conclure 
de la proportion (1) la nouvelle proportion : 



A' 



B' 



En effet, de la proportion (2), on pent conclure, comma 
Ton sait, la nouvelle proportion : 

a + a'_b + b\ 

or a -|- a' et a' sont les nombres qui mesurent les gran- 
deurs A -[- A' et A' quand on les rapporte i Tunit^ U; de 

sorte que —^5 — ®^*' ^® rapport des grandeurs A -[- A' 



a 



6 + «' 



et A'. Dem^me, ,, est le rapport des grandeurs B + B' 

et B'. Ces deux rapports 6tant ^gaux en vertu de I'^ga- 
lit6 (4), on pent 6crire I'^galit^ (3). 

De m6me si les grandeurs A, A', B, B' sont toutes les 
qualre de m6me espfece, on pourra dans la proportion (1) 
interverlir Tordre des moyens ou celui des extremes. On 
pourra 6crire par exemple : 

Car la proportion (2) fournit la nouvelle 6galit6 : 

(R\^ — - 

el Ton volt comme plus haut que, si Ton a mesur6 les 
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a a' 
quatre grandeurs avec la m^me unil6, t ^^ t? sont res- 

A A' 
pectivemenl 6gaux aux rapports 5 ©^ §/» ^^ sorte que 

regality (6) enlralne r6galil6 (5). 

THlfiORlafB 

112. — Si les grandeurs de deux series sont pro- 
portionnelles, et si Ton prend pour unitd des gran- 
deurs de la deuxi^me sdrie la grandeur de cette 
s6rie qui correspond k Tunitd des grandeurs de la 
premiere s^rie, deux grandeurs correspondantes 
quelconques des deux series sont mesur^es par le 
m6me nombre. 

Soient A et B deux grandeurs correspondantes des 
deux series, U et V les unites avec lesquelles on mesure 
les grandeurs des deux series ; puisque U et V sont des 
grandeurs correspondantes, on a la proportion 

A_B 

d*aprfes la definition des grandeurs proporlionnelles. 

A B 

Or |y est le nombre qui mesure A par definition; tt est 

de m^me le nombre qui mesure B. Ces deux nombres 
sont done 6gaux, c. q. f. d. 

113. — Nous allons 
main tenant nous occu- 
per de la mesure des 
angles. Dans une cir- 
conKrence 0, on ap- 
pelle angle au centre 
.un angle AOB qui a 
son sommet au centre 
; on appelle angle inscrit un angle BAG form 6 par deux 
cordes AB, AG ayant une extr^mit^ commune {fig, 82). 

4. 




-a> '■ 
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Th^oreme X 

114. — Dans deux circonf^rences 6gales O et O' 
ou dans une m6me circonf^rence : 

10 Deux angles au centre 6gaux AOB, A'O'B' 
interceptent, sur les circonf^rences O et O', deux 
arcs AMB, A'M'B' 6gaux; 

2^ R^ciproquement, si deux arcs plus petits que 
la demi-circonf^rence AMB, A'M'B' sont 6gaux, les 
angles au centre correspondants AOB, A'O'B' sont 
6gaux {fig. 83). 

1° Faisons coincider les deux angles AOB, A'O'B' ; les 
circonKrences et 0' coincideront ^galement, puisque 
leurs centres coincideront. Par suite, A' venant en A, B' 

viendra en B et les arcs 
A'M'B', AMB coifncide- 
ront; ils sont done 
egaux, c. q. f. d. 

2° Faisons coincider 
les deux circonfeences 
et 0', de faQon que 
les arcs AWB' et AMB 
coincident; alors les rayons O'A', O'B' coincideront res- 
pectivement avec les rayons OA el OB. Les deux angles 
A'O'B', AOB seront alors en coincidence et par suite 
sont 6gaux, c. q. f. d. 

Remarque. — II est Evident, d'aprfes ce th6or^ine, 
que Tare AMB sera sup6rieur ou inf^rieur k Tare A'M'B^ 
suivant que Tangle AOB sera sup^rieur ou inferieur h. 
Tangle A'O'B' ; et r^ciproquement. 

Thi^orIime XI 

115. — Dans deux circonf6rences 6gales O et O 
ou dans une m6me circonf^rence, le rapport des 




\ 
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deux angles au centre AOB, A'O'B' est 6gal au rap- 
port des arcs AMB, AliI'B' comprlsentre leurs c6t6s 

{fig. 84). 

Supposons que le rapport des angles AOB, A'O'B' soit 

3 

le nombre fractionnaire -z- II en r6sulte que Tangle AOB 

contlent Irois fois le cinquifeme de Tangle A'O'B', ou qu'il 

existe un m^me angle 

contenu trois fois dans 

AOB et cinq fois dans 

A'O'B'. Divisons done 

Tangle AOB en trois 

angles 6gaux et Tangle 

A'O'B' en cinq angles 

6gaux entre eux et 

aux pr6c6dents, d'aprfes ce qui precede. 

Ges angles partiels, lous 6gaux, intercepteront surles 

circonf6rences auxquelles ils appartiennent, des arcs 

6gaux, d^aprfes le th^or^me precedent. Or, Tare AMB 

contient trois de ees ares et Tare A'M'B' en contient cinq. 

L'arc AMB contient done trois fois le cinqui^me de Tare 

A'M'B', e'est-k-dire que le rapport des arcs AMB, A'M'B' 

3 
est le nombre = 6gal au rapport des angles AOB, A'O'B', 

c. q. f. d. 

116. — II r6sulte de ce th^orfeme que dans des circon- 
ferences ^gales les angles au centime sont proportionneh 
aux arcs compris entre leurs cdtis. Par suite, on peut 
6noneerle th6or^me suivant (112) : 



Fig. 84. 



th^obeme xn 

Un angle au centre a m^me mesure que Tare com- 
pris entre ses c6t6s, & condition que Ton prenne pour 
unit6 d^angle, Tangle au centre qui comprend entro 
ses c6t6s runit6 d'arc. 

Lorsqu'on a besoin de rappeler ce th^or^me, d'un usage 
tr^s frequent, on a Thabitude de sous-entendre la condi- 
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tion relative aux unites choisies et Ton dit simplement 
qu'un angle au centre a m^me mesure que Tare compris 
entre ses cfit^s. 

Ajoutons que Tusage a consacr6 une locution vicieuse 
qui n'abr^ge en rien le langage : on dit ordinairement 
qu'wn angle au centre a pour mesure Varc compris entre 
ses cdt^s, 

117. — Menons dans une circonKrence deux dia- 

mWres perpendiculaires AA', BB' 
{fig, 85). Les quatre angles au centre 
formes autour du point 6tant 
6gaux comme droits, les quatre arcs 
d^termin^s sur la circonKrence par 
cesdeux diamMres, sont 6gaux (114). 
Chacun d'eux est done le quart de la 
circonference et re^oit, pour cette 
raison, le nom de quadrant. 

Si Ton prend Tangle droit pour unit6 d'angle, I'unit^ 
d'arc correspondante sera le quadrant. 

118. — L'unit6 g6n^ralement adoptee pour les arcs et 
les angles est le degr^. On divise une circonKrence en 
360 parties 6gales qu'on appelle degris; le degr6 est divis6 
lui-m toe en 60 parties 6gales qu'on appelle minutes; la 
minute est divis^e en 60 parties ^gaJes qu'on appelle 
secondes. Les fractions de seconde s'expriment en frac- 
tions d^cimales. 

La circonf6rence entifere contient done 360 degr^s, 
21600 minutes et 1 296000 secondes; la demi-circonfe- 
rence contient 180 degr^s, 10800 minutes et 648000 se- 
condes; le quadrant contient 90 degr6s, 5400 minutes, 
324000 secondes. Le degr6 contient 3600 secondes. 

Un arc est 6valu6 en degr^s, minutes, secondes et frac- 
tions de seconde. Ainsi on dira un arc de 57 degr^s, 
17 minutes, 44 secondes, 81 centimes (de seconde), que 
I'on toit57Mr44",81. 

On appelle angle d'un degr6. Tangle qui intercepte sur 
une circonference quelconque ayant son sommet pour 
centre, un arc de un degr6 ; Tangle d'une minute est la 
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soixantifeme partie de Tangle d'un degr6; Tangle d'une 
seconde est la soixantifeme parlie de Tangle d'une minute. 
D'aprfescela etlesthtofemespr6c6demment d^monlr^s, la 
valeur d'un angle exprim^e en degr^s, minutes et secondes 
sera la m6me que celle de Tare intercepts par les c6l6s 
de cet angle sur une circonKrence quelconque ayant son 
sommet pour centre. 

Ainsi, en particulier, Tangle droit vaut 90*. Gette fagon 
de compter les angles ne difffere done pas de celle d6jli 
indiquSe au n"* 21. 

II est essentiel de remarquer que deux arcs exprimSs 
parlesmSmes nombres de degrSs, minutes et secondes, 
ne sont 6gaux qu'autant qu*ils appartiennent h des cir- 
conKrences Sgales ; mais, dans lous les cas, les angles au 
centre qui correspondent k deux tels arcs sont 6gaux ; 
ceci r^sulte immSdiatement de ce qui prScMe. 

119. — Deux exemples vont nous fournir des applica- 
tions des thSorfemes g6n6raux que nous avons d6montrSs 
sur la mesure des grandeurs : 

1« Quel est le rapport de Tangle de 57* 17' 44",81 k 
Tangle droit ? 

Gherchons d'abord la mesure des deux angles donnas 
lorsque Ton prend la seconde pour units : 

57 degrSs valent 

57 X 60 = 3420 minutes ; 

3420 + 17= 3437 minutes valent : 

3 437 X 60 = 206 220 secondes ; 

Done le premier angle donnS vaut : 

206220+44,81=206264,81 secondes. 

D'ailleurs, Tangle droit vaut 324 000 secondes. 
Le rapport cherchS est done : 

206264,81 ^^^^^^^ 
--|j^j-rTrTr--== 0,636620 par exces. 

2** On prend pour units Tare de 57^ 17' 44",81 ; quelle 
sera la mesure de la demi-circonfSrence ? 
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Si Ton prend pour unil6 la seconde, la demi-circonf6- 
rence a pour mesure 648000, et Fare de 57° 17" 44', 81 a 
pour mesure 206264,81. Le nombre cherch6 est done : 

648000 

206 264,81 ""'^'*^*^^*- 

Remarque. — La division de la circonference en degres, 
minutes et secondes, ou division sexag^simale, est tres ancienne 
et adoptee universellement. 

Qaelqaes auteurs ont essay6 de la remplacer par la division 
cenUsimale, qui rendrait les calculs plus faciles et serait beau- 
coup mieux en harmouie avec notre systeme metrique. Dans ce 
modede division, le quadrant est partage en 100 parties 6gales 
qu'on appelle grades; le grade est partag6 lui-mSme en 100 mi- 
nutes cenUsimales; la minute cent^simale est partag^e en 100 se- 
condes cenUsimales, On dit alors, par exemple, un arc ou un 
angle de 63 grades, 66 minutes, 20 secondes, que Ton 6crit 
63^66^ 20'', ousimplement 63<>.6620. 

Exemple, — Exprimer en grades Tare de 57° I7'44",8i. 

La mesure de cet arc, si on prend le quadrant pour unite, est 
0,636620; le quadrant valant 100^, si on prend le grade pour 
unite, cet arc aura pour mesure 63,6620 ; il vaut done 63^ 66* 20'\ 

Theorems XIII 

120. — Un angle inscrit BAG dans une circonfe- 
rence O a pour mesure la moiti6 do Tare BG com- 
pris entre ses c6t6s. 

II est bien entendu que, comme au n** 116, si Ton vou- 
lait parler correclement, il faudrait dire : Un angle inscrit 
a m^me mesure que la moiti^ de Tare compris entre ses 

c6t6s, k condition que Ton prenne pour 

3unit6 d'angle Tangle au centre qui com- 
prend entre ses c6t6s runit6 d'arc. II 
c en sera de m6me pour les 6nonc6s ana- 
logues qui vont suivre. 
Dans la d6monslralion du th^orfeme, 
B nous dislinguerons trois cas : 

^»?- 86. 10 i/un des c6l6s de Tangle AB passe 

par le centre de la circonference [fig. 86). 
Menons OC; Tangle BOG ext^rieur au triangle OAG est 
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^gal h la somme des deux angles non adjacents OAG, 
OCA de ce triangle (69). Mais ces deux angles sont 
egaux, puisque le triangle OAG est isoc^le : OA = OG 
comme rayons. Done Tangle BOG est double de Tangle 
consid^re BAG. L'angle au centre BOG a d'ailleurs pour 
mesure Tare BG; sa moiti^, Tangle BAG, a done pour 
mesure la moiti^ de Tare BG, e. q. f. d. 

2° Le centre est dans Tint^rieur de 
Tangle BAG {fig. 87). 

Menons le diam^lre AOD ; Tangle BAG 
est la somme des deux angles BAD, GAD 
qui, d'apr^s ce que nous venons de dire, 
ont respeetivement pour mesures les 
moiti^s des arcs BD et GD. L'angle BAG 
a done pour mesure la somme des moi- 
ti6s des ares BD et GD, e'est-a-dire la moiti6 de la somme 
des arcs BD et GD ou, enfln, la moiti^ 
de Tare BG, e. q. f. d. 

3° Le centre est en dehors de Tangle 
BAG {fig. 88). 

Menons le diam^tre AOD; Tangle 
BAG est la difference des deux angles 
BAD, GAD ; r^p^tant alors un raisonne- 
ment pareil k celui qui pr^e^de, on voit 
imm^diatement que Tangle BAG a encore 
pour mesure la moiti6 de Tare BG, e. q. f. d. 





Th^oreme XIV 



121. — Un angle BAG, form6 par une tangente AB 
et une corde AG d'une circonf6rence O, et ayant pour 
sommet le point de contact A de la tangente, a pour 
mesure la moiti6 de Pare AMG compris entre ses 
c6t6s. 

Nous distinguerons trois cas : 
1** AG est un diam^tre {fig. 89). 
Le th^or^me est alors Evident puisque Tangle BAG est 
droit et que Tare AMG est une demi-circonference. 
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2° Le centre est dans rint^rieur de Tangle BAG 
ifig. 90). 

♦ Menons le diamfetre AOD ; Tangle BAG est la somme 
des deux angles BAD, GAD; chacun de ces angles a pour 
mesure la moiti6 de Tare compris entre ses c6t6s et, par 
suite, en r6p6lant un raisonnement fait plus haut, on en 






conclut qu'il en est de m6me de Tangle BAG, c. q. f. d- 
3° Le centre est en dehors de Tangle BAG (fig. 91). 
L'angle BAG est alors la difference des deux angles 
BAD, GAD dont chacun a pour mesure la moiti^ de Tare 
compris enlre ses c6t6s. II en est done de m^me de Tangle 
BAG, c. q. f. d. 

122. — On appelle segment de cercle la portion de 

cercle comprise entre un arc et sa 
corde. A une corde donn^e AB corres- 
pondent deux segments AMB, ASB 
[fig, 92). Un angle est inscrit dans un 
segment lorsque son sommet est sur 
Tare du segment et que ses cfit^s pas- 
sent par les extr6mit6s de la corde du 
segment : ainsi Tangle AMB est in- 
scrit dans le segment AMB. 
Tous les angles inscrits dans un meme segment AMB 
sont 4gaux; car chacun d'eux a pour mesure la moiti6 de 
Tare ASB. 

Si deux angles AMB, ASB sont inscrits dans les deux 
segments AMB, ASB qui out mime corde, ils sont supple- 
mentaires. La somme de leurs mesures est, en effet, la 
demi-somme des arcs ASB et AMB, c'est-k-dire la demi- 
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circonKrence ou deux quadrants; leur somme est done 
deux angles droits. 

Un angle inscrit dans un segment est aigu, droit oif 
ohtus suivant que ce segment est supMeur, igal ou infS^ 
rieur a un demi-cercle; car Tare dont la moili^ mesure 
Tangle consid^r6, est alors inKrieur, ^gal ou sup6rieur h 
la demi-circonKrence. 

Les r(5ciproques de ces derniferes propositions sont 
vraies (39). 

Un segment de cercle est capable d'un angle donn^^ 
lorsque tons les angles inscrits dans ce segment sont 
6gaux h cet angle. Ainsi, le demi-cercle est capable d'un 
angle droit. 

Tni^ORiiME XV 

123. — tin angle BAG, form6 par deux cordes BB', 
GC <iui se coupent & rintdrieur d^une circonfg- 
rence O, a pour mesure la demi-somme des arcs 
BG, B'G' compris entre ses c6t6s et lesprolongements 
de ses c6t6s (Jig. 93). 

Menons la corde BC; Tangle BAG, ext6rieur au 
triangle ABC, est ^gal k la somme des 
deux angles non adjacents B et G de ce 
triangle. Or B est un angle inscrit qui a 
pour mesure la moiti6 de Tare B'C; C est 
un angle inscrit qui a pour mesure la 
moiti6 de Tare BG. L'angle BAG a done 
pour mesure la demi-somme des arcs BG 
et B'G', c. q. f. d. fig. ^. 

Tfl^ORilME XVI 

124. — Un angle BAG, form6 par deux s6cantes 
BB', GG' qui se coupent & Text^rieur d'une circonf6- 
rence O, a pour mesure la demi-diff6rence de Tare 
concave BG et de Fare convexe B'G' compris entre 
ses c6t6s {fig, 94). 

Menons la corde BG'; Tangle BG'G 6tant ext^rieur au 
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triangle ABC, Tangle BAG de ce triangle est ^gal k la 
difference de Tangle BG'C et de Tangle B. Or, BC'G est un 
angle inscrit qui a pour mesure la moiti6 de Tare BG ; 
B est un angle inscrit qui a pour mesure la moiti6 de Tare 
B'G', Tangle BAG a done pour mesure la demi-diff6rence 
des arcs BG, B'G', c. q. f. d. 




Fig. 94. 





Remarque. — On d^montrerait de la m6me fagon un 
th6orfeme tout h fait semblable, relatif k un angle BAG 
dont un c6t6 serait tangent k la circonf^rence, Tautre 
6tant une s6cante [fig. 95), ou k un angle BAG dont les 
deux c6t6s seraient tangents k la circonference {fig. 96). 

Dans le premier cas, Tangle BAG a pour mesure la 
demi-diff6rence des arcs BMG, BNG'; dans le second cas, 
Tangle BAG a pour mesure la demi-diff^rence des arcs 
BMG, BNG. 



Th^or&me XVII 

125. — Le lieu g6om6trique des points M d'oh 
Ton voit un segment de droite AB sous un angle 
donn6, se compose de deux arcs de cercle 6gau;c 
ayant chacun AB pour corde et places sym6trique- 
ment par rapport k AB {fig, 97). 

Soit M un point du lieu tel que Tangle AMB soit 6gal k 
Tangle donn6. II est clair que si Ton d6crit une circonK- 
rence passant par les trois points A, B, M, tout point N 
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de Tare AMB appartiendra au lieu consid^r^, puisque les 
angles AMB, ANB seront ^gaux comme inscrits dans le 
m^me segment. Nous aliens monlrer mainlenant que, 
dans le demi-plan ABM, tout point non silu6 sur Tare 
AMB ne pent faire parlie du lieu g6om^trique consid6r6. 
Soit d'ab^rd P un point situe k Fint^rieur du segment 
AMB ; Tangle APB a pour mesure la moiti6 de Tare ASB 
plus la moiti6 de Tare compris entre ses c6t6s prolong^s 
(123); il est done plus grand ^ 

que Tangle AMB qui a pour /-"7\ — \t^ .'/ 
mesure la mollis de Tare ASB. 

Soit maintenant Q ou Q' un / / x \ » \ / ^ ^ gt 
point ext^rieur au segment ' / .''\'\\0"">' 
AMB; dans le premier cas. 
Tangle AQB a pour mesure la 
moiti6 de Tare ASB, moins la 
moitie de Tare convexe compris 
entre ses c6t6s (124), et, par 
suite, il est plus petit que Tangle 
AMB qui a pour mesure la 
moitie de Tare ASB. Dans le 
second cas, I'angle AQ'B a pour mesure la moiti^ de Tare 
BSR, inKrieur h Tare ASB, moins la moiti6 de Tare con- 
vexe compris entre ses cfites et, par suite, il est plus 
petit que Tangle AMB qui a pour mesure la moitie de 
Tare ASB. 

Ainsi, dans le demi-plan AMB, le lieu g^om^trique des 
points consider^s est Tare AMB. Si on fait tourner ce 
demi-plan autour de AB, de faQon h Tappliquer sur le 
demi-plan ASB, Tare AMB viendra occuper une position 
AM'B, et 11 est clair que le lieu g^om6trique des points 
du plan d'oii Ton voit AB sous Tangle donn6 se compose 
des deux arcs AMB, AM'B, c. q. f. d. 

Bemarque. — D'apr^s une proposition 6nonc^e au 
n" 122, on voit que Tensemble des deux arcs ASB, AS'B, 
qui ont m6me corde que les arcs AMB, AM'B, constitue 
le lieu geom^trique des points du plan d'ou Ton voit AB 
sous un angle suppl^mentaire de Tangle donn^. 
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Si Tangle donn6 est droit, les arcs ASB, AS'B viennerit 
comcider avec les arcs AM'B, AMB, et Ton peut dire que 
le lieu geomitrique des points (Toil Von voii un segment 
AB sous un angle droit est la circonference decrite sur 
AB comme diametre, 

Th^oreme XVIII 

126. — Dans un quadrilat^re convexe ABGD 
inscrit dans une circonference, deux angles oppo- 
ses sont suppl^m'entaires, deux an- 
gles tels que AGB, ADB sont 6gaux 

(fig. 98). 

Les angles opposes BAD, BCD sont 
suppl^mentaires comme inscrits dans 
deux segments diff(§rents de m^me 
corde (122). 

Les angles AGB, ADB sont 6gaux 




Fig. 98. 



comme inscrits dans le m^me segment (122). 

Thi^or^me XIX 

127. — Reciproquement, si dans un quadrilat^re 
convexe ABGD deux angles opposes sont suppl6- 
mentaires, ou si deux angles tels que AGB, ADB 
sont ^gaux, on peut inscrire le quadrilat^re dans 
une circonference ou, en d'autres termes, le quadri- 
lat^re est inscriptible (fig, 98). 

Supposons les angles BAD, BCD suppl^mentaires, et 
faisons passer une circonference par les trois points 
A, B, D. Le lieu g^om^trique des points d'ou Ton voit 
BD sous un angle supplementaire de Tangle BAD et qui 
ne sont pas situes du m^me c6t6 que A de BD, est Tare 
BMD de cette circonference (125). Done le point G est 
silu6 sur cet arc et le quadrilat^re est inscrit dans une 
circonference, c. q. f. d. 

Supposons maintenant les deux angles AGB, ADB 
6gaux. Faisons passer une circonference par les trois 
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points A, B, G; lelieu g^om^trique des points d'oti Ton 
voit AB sous un angle ^gal h ACB, el qui sonl situ^s du 
m6me c6t6 que G de AB, est Tare AGB de cetle circonfe- 
rence (125); doncle point D est situ6 sur cet arc, et le 
quadrilat^re est inscrit dans une circonKrence, c. q. f. d. 

EXERCICES 

1. — La bissectrice d*iin angle inscrit dans une circonference 
passe par le milieu de Tare compris entre les cotes de cet angle. 

Comnieot modifier cet 6nonc6 s'il s*agit de la bissectrice ext6- 
rieure d'un angle inscrit ? 

2. — Deux triangles sent egaux s'ils out un cole egal, Tangle 
oppose egal et la bissectrice inlerieure de cet angle 6gale. 

3. — De'luire de Texercice pr6c6dent qu'un triangle est iso- 
cele s'il a deux bissectrices interieures ^gales. 

4. — Le triangle qui a pour sommets les pieds des hauteurs 
d'un triangle, admet ces hauteurs et les cotes du triangle pour 
bissectrices. Evaluer en fonction des angles du triangle donne 
les angles de la figure ainsi formee. 

5. — Le cercle qui passe par les pieds des hauteurs d'un 
triangle passe aussi par les milieux des cotes et par les milieux 
des segments qui vont du point de rencontre des hauteurs aux 
trois sommets. Ge cercle est appel6 cercle des neuf points ; son 
centre est le milieu de la droite qui joint le point de concours 
des hauteurs au centre du cercle circonscrit. 

6. — Le trapeze isocele est le seul trapeze inscriptible. 

7. — Le rectangle est le seul parall61ogramme inscriptible. 

8. — Le lieu geometrique des points tels que les pieds des 
perpendiculaires abaissees d'un de ces points sur les trois coles 
d'un triangle soient en ligne droite, est le cercle circonscrit a ce 
triangle. 

9. — Quel est le lieu geometrique des milieux des cordes 
d'une circonference qui passent par un point donne ? 

10. — Quel est le lieu geometrique du point de concours des 
hauteurs d'un triangle qui a une base donnee et dont Tangle 
oppose a une grandeur donnee ? 

11. — Deux circonferences et 0' se coupent en un point A ; 
les tangentes a ces deux circonferences en ce point forment un 
angle qui est le supplement de Tangle OAO'. (L'angle de ces 
deux tangentes est Tangle sous lequel so coupent les deux cir- 
conferences donnees.) 

12. — Quel est le lieu geometrique des centres des circonfe- 
rences de rayon donn^ qui coupent une circonference donnee 
sous un angle donne? 
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13. — Deux circonferences et 0' se coupent en un point A ; 
par ce point A on mene deux secantes qui coupent respective- 
ment les circonferences en B et B', G et C Les deux droites 
BG et B'G' se coupent sous un angle constant. Que devient cet 
enonce si les deux circonferences sont tangentes? 

14. — Deux circonferences et 0' se coupent en un point A; 
par ce point A on mene une s^cante quelconque qui coupe les 
circonferences en B et B'. Les tangentes en B et B' aux cir- 
conferences et 0' se coupent sous un angle constant. Que 
devient cet 6nonc6 si les deux circonferences sont tangetites ? 

15. — Deux circonferences sont tangentes en un point A; 
on mene une tangente a Tune en B qui coupe I'autre enG etD; 
la droite AB est bissectrice interieure ou ext^rieure de Tangle 
GAD. 



§ 5. — Probl^mes et constructions graphiques. 

128. — Pour dessiner sur le papier, on place la feuille 
de papier sur une planchette qui doit 6tre parfailement 
plane ; on s'assurera que cette condition est remplie en 
proc^dant comme nous Tavons dit au n° 10. 

Pour tracer des lignes droites, on se sert d'une regie 
bien dress^e. On s'assurera qu'une r^gle est bien dressee 
de la faQon suivante : ayant appliqu^ la r^gle sur le papier, 
on tracera une ligne AGB en suivant le bord de la r^gle 

qu'on veut verifier, d'un bout 
k I'autre avec la pointe fllie 

____^ d'un crayon {fig. 99); puis 

Fig. 99. on retournera la r^gle de fa- 

Qon que ses extr^mit^s A et B 
resteni fixes, et on tracera la ligne AG'B en suivant le 
bord de la r^gle dans sa nouvelle position. 11 est clair, 
d'apr^s les propri^t^s de la ligne droite, que si les deux 
lignes AGB, AG'B coincident dans toutes leurs parties, 
la r^gle est bien dressee; sinon elle est d^fectueuse et h 
rejeter. 

Pour tracer des circonferences ou des arcs de cercle, on 

se sert d'un compas; un bon compas doit s'ouvrir et se 

refermer sans trop de facility comme aussi sans secousses. 

On emploie encore pour dessiner Vequerre, qui a la 
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forme d'uD triangle rectangle. Les bords d'une bonne 

6querre doivent 6tre parfailement reclilignes, ce dont on 

s'assurera en proc^dant comme s'il s'agissait d*uner^gle. 

II faut, en outre, que Tangle droit del'^querre soit r6elle- 

ment droit, ce qui se v^riflera de la faQon suivanle. 

Appliquant T^querre le long d'une rfegle, par un des c6t^s 

de Tangle droit {fig, 100), on 

traccra une ligne AG en suivant 

avec le crayon Tautre c6t6 de 

Tangle droit ; puis on retournera 

T^querre de fa^on que le sommet 

A reste fixe et que le c6t6 AB 

continue k 6tre appliqu6 le long 

de la rfegle dans sa nouvelle po- Fig. loo. 

sition AB'; on tracera alors la 

ligne AC en suivant, comme pr6c6demment, Tautre c6t6 

de Tangle droit. II est clair, d'apr^s les propriet^s de 

Tangle droit, que si les lignes AC, AC coincident T^querre 

est juste; sinon, elle est d^fectueuse et k rejeter. 

L'^querre peut jouer le r61e de r^gle ; il vaut souvent 
mieux se servir de deux 6querres que d'une rfegle et d'une 
6querre. 

Enfm, on se sert pour mesurer ou construire les angles 
d'un instrument appel6 rapporteur; c'est un demi-cercle 
en come ou en cuivre dont le bord circulaire, ou lirnbe^ 
est divis^ en degr^s ou demi-degres ; 
le diam^tre et le centre du demi- 
cercle sont mis en Evidence sur le 
rapporteur [fig, 101). 

On obtient immediatement la me- 
sure d'un angle en degr^s, en appli- '^" 

quant le rapporteur sur cet angle de fagon que son centre 
coincide avec le sommet de Tangle et que son diam^tre 
coincide avec Tun des c6t^s de Tangle; Tautre c6te de 
Tangle rencontre alors le limbe en un certain point et 
il suffit de lire sur le rapporteur le nombre de degr^s et 
fractions de degr^s que contient Tare compris entre les 
cot^s de Tangle. 
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Inversement, on pourra conslruire avec le rapporteur 
un angle dont la mesure en degr^s sera donn6e : le pro- 
c6d6 est intuilif. 

Ajoulons encore qu*il est indispensable d'avoir h sa 
disposition un double d^cimfetre bien dress6 et bien 
divis6, k Taide duquel on pourra mesurer les longueurs 
et les comparer comme avec le compas. 

PROBlilME I 



129. — Gonstruire nn angle 6gal k un angle 
cLonn6 BAG qui ait un sommet D donn6 et un c6t6 
DE cLonn6 {fig, 102). 

Des points A et D comme centres, avec un mfeme rayon 
arbitraire, dtoivons deux arcs de cercle BG, EE' ; puis, 
du point E comme centre avec la longueur BG pour 

rayon, d^crivons un arc de 
^'-^^ cercle qui coupe Tare EE' 
en F. L'angle EDF est Tan- 
gle cherch^, car les deux 
arcs BG, EF qui mesurent 
les angles BAG, EDF sont 
6gaux comme appartenant 
h des circonf6rences ^gales et ayant des cordes 6gales (97). 
11 y aurait une seconde solution de Tautre c6t6 de DE. 
Remarque. — Dans ce probl^me et les analogues, il 
suffira toujours de tracer les parties utiles des arcs dont 
on parle. 




PR0Bii:iiE n 



130. — Gonnaissant deux angles A, B d'un 
triangle, construire le troisi^me {fig. 103). 

Sur une droite EE' prenons un point D et construisons 
un angle EDF 6gal h Tangle A donn^, puis un angle 
FDG 6gal k Tangle B donn6; Tangle GDE' sera Tangle 
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cherch^, puisque la somme des trois angles EDF, FDG, 
GDE' vaul deux angles droils 
(22, 68). 

Le probl^me n'a de sens 
que si la somme des deux 
angles donnas est inf^rieure 
h deux angles drolls. 

Remarque. — Les deux 
problfemes pr6c6denls pour- 
raienl 6tre facilement r^solus ^' 
^Taide du rapporteur ; mais 
on doit 6viter,le plus possible, Temploi de cet instrument. 




D 

Fig. 103. 
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131. — Gonstruire un triangle, connaissant un 
c6t^ a et deux angles {fig. 104). 

On pent toujours supposer que les deux angles donnas 
sont les angles B et G qui ont pour sommets les extr(§mi- 
tes du c6L6 donn^ : car, connaissant. deux angles d'un 
triangle, on pent construire le troisi^me (130). 

Prenons une longueur DE ^gale au cot^ donn^ a; 
construisons les an- 
gles EDD\ DEE'egaux 
respectivement aux 
angles donnas B et C ; 
si les demi-droites 
DD', EE' se coupent 
en un point F,le trian- 
gle DEF r6pond k la 
question. Pour que le 
probl^me soit possible, il faut et il suffit que les deux 
demi-droites DD', EE' se coupent, c'est-^-dire (63) que 
la somme des deux angles donn6s soit inferieure h deux 
angles droits, ce qui ^tait Evident a ^nori (68). 

En disposant les angles B et G en ordre inverse par 
rapport au c6te a, on obtiendrait un second triangle 

ANDOYER. — GEOMETRIB. 5 




98 LIVRE II. 

r^pondanl h, la question, mais 6gal au pr6cddenl (35). On 
pourra faire des remarques analogues dans quelques-uns 
des problfemes suivants. 

PROBlilME IV 

132. — - Gonstruire nn triangle, connaissant deux 
c6t6s b, c et Tangle compris A {fig, 105). 

Soil E'DF' un angle 6gal h Tangle A ; prenons DE = c, 
DF == b; le triangle DEF r^pond h la question. 




Le problfeme est toujours possible. 

PROBLfeME V 

133. — Gonstruire an triangle, connaissant lestrois 

c6t6sa, ft, cifig. 106). 

Soit EF une longueur 6gale ha; des points E et F 
comme centres, avec des rayons respectivement 6gaux h c 



a/ 




Fig. 106. 

et 6, d6crivons deux arcs de cercle; si ces deux arcs de 
cercle se coupent en un point D, le triangle DEF r^pond h. 
la question. 



" to w •• ^ 
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Pour que le problfeme soil possible, 11 est n^cessaire et 
suffisanl que les deux arcs de cercle dont nous venous de 
parler, se coupent et, par suite (105), que Ton ait : 



a<6 + c et a> b — c, 



ce qui 6tait Evident a priori (34). 

On peut dire simplement qull est n^cessaire et suffl- 
santque le plus grand des trois cdt^s donnas soit inf^rieur 
k la somme des deux autres. 

Problemb VI 

134. — Gonstmire nn triangle, connaissant denx 
C6t6s hj c et Tangle B oppos6 k Tun d'eux b {fig, 107). 

Gonstruisons un angle DEG 6gal 4 Tangle B donn6 el 
soil EG' le prolongemenl de EG. 

Prenons ED = c et, du point D comme centre, d^cri- 
vons une circonKrence K avec b comme rayon. Si cette 
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Fig. 107. 

circonf^rence rencontre la demi-droite EG en un point F, 
le triangle DEF r^pond 4 la question. 

Discussion. — Le probl^me peut avoir deux solu- 
tions, ou une seule, ou aucune, suivanl que la circonf6- 
rence R rencontre la demi-droite EG en deux points, ou 
en un seul, ou ne la rencontre pas du lout. 

1** Supposons b>c {fig. 107). Alors le point E est int6- 
rieur h la circonference K, de sorte que la demi-droite EG 
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o^tK:" 




rencontre celle circonferenceen un point el uti seul F (83). 
Le probl^me a done une solution et une seule. 

2° Supposons b<c [fig, 108 et 109) ; si DH est la per- 
pendiculaire abaiss^e de D sur EG et si b est < DH, 

le probl^me est impossible, 
puisque alors la circonKrence 
K ne rencontre pas la droite 
GG'. 

Si b est > DH, cette cir- 
conference rencontre GG' en 
aeux points F, F' qui sont 
silues tous les deux du m^me 
c6t^ que H par rapport au point E, puisque E est ext6rieur 

^K, landis que H est inl^- 
rieur a K. Ges deux points 
sont done sur la demi- 
droile EG' ou sur la demi- 
droile EG, suivant que 
Tangle donn6, B = DEG, 
est obtus ou aigu (48). 
Par suite, si Tangle B est 
obtus, il n*y a pas de so- 
lution ; s'il est aigu, il y a deux solutions. 
En r6sum6 : 



G' 




b> c, 
b<c 



B obtus. 
B aigu 



^<DH . 
6 > DH . 



une solution, 
pas de solution, 
pas de solution, 
deux solutions. 



3® Cas particuliers, — Si t = c, il y a une solution si 
B est aigu. 

Si 6=DH, il y a une solution si B est dgu : c'est le 
triangle rectangle DEH [fig, 109). 

Si B est un angle droit, il y a une solution si ^ > c. 

Remarque. — On pent tirer de cette discussion la 
demonstration du th^or^me propos6 dans Texercice 3 
du § 3 [Livre 7). 
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Probleme VII 



B 



151 






A' 



Fig. 110. 



135. — Par un point donnd B, pris hors d^une 
droite AA', mener la parallMe & pette droite [^g. 110). 

Du point B comme centre, avec un rayon quelconque, 
d6crivons un arc de cercle G qui coupe la droite donn(?e 
en A'; de A' comme centre, avec 
le m6me rayon, d^crivons un arc 
de cercle qui ira passer par B et 
coupera la droite donn^e en A. 

Avec AB comme rayon d6cri- 
vons, du point A' comme centre, 
un arc de cercle qui coupera Tare G 
en un point B' ; la droite BB' est la parallfele cherch6e. 

En effet, d'apr^s les conslructions faites, les angles 
allernes-internes AA'B, A'BB' sont ^gaux (129), et, par 
suite, les droites AA', BB' sont parall^les (62). 

136. — On preftre, en g^n^ral, r^soudre ce probleme, 
\ I'aide de lY.querre, 
de la fa^on suivante 

(A^. 111). 

PlaQons r^querre de 
faQon que son hypote- 
nuse coincide avec la 
droite donn^e AA', et 
appuyons une r^gle 
contre Fun des c6t6s 
de Tangle droit de 1'^- 
querre. Mainlenons la 
r^gle immobile et fai- 
sons glisser I'^querre 
le long de la rfegle jus- 
qu'^ ce que son hypotenuse vienne passer par le point 
donn6 B : il suffit de tracer une droite le long de cette 
hypotenuse, dans sa nouvelle position, pour obtenir 
la parall51e cherch^e : car les angles de T^querre E et E' 
sont correspondanls et dgaux (62). 




Fig. 111. 
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Probleme VIII 

137. — Mener nne perpendiculaire sur un segment 
de droite AB, en son milieu (fig. 112). 

n suffit de trouver deux points ^quidistants des points 
xc^ A et B (50) ; h cet effet, on d^crit des 

''^ points A et B comme centres avec un 

mtoe rayon quelconque, sufflsamment 
grand, deux circonfeences qui se cou- 

^ •' pent en deux points G et D : la droite 

CD sera perpendiculaire sur AB en son 
I milieu E. 

^^ La droite AB n'a pas besoin d'etre 

Fig. 112. trac6e pour construire la perpendicu- 

laire CD. 
Gette m6me construction servira 4 trouver le milieu E 
de la droite AB. 

Probleme IX 

138. — Diviser un arc de cercle AMB en deux 
parties 6gales {fig, 113). 

II suffit de merier la perpendiculaire sur AB en son 
A ^ . milieu (92). Gette droite 

,,,--->P coupe Tare en son milieu M. 
Si on connalt le centre 
de Tare, il suffira de d^ter- 

0-^-"" -^ miner un point C de cette 

Fig. 113. perpendiculaire, puisqu'elle 

passe par le centre 0; la 
figure correspond h ce cas. 

PROBlilME X 

139. — Diviser un angle AOB en deux parties 
6gales {fig. 114). 

Du point comme centre, d^crivons une circonKrence 
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de rayon quelconque qui coupe les c6l4s de Tangle donn^, 
respectivemeni en D et E ; on est alors ramen^ h, conslruire 
la perpendiculaire sur DE, en son mUieu (41). 




n suffira, d*ailleurs, de determiner un point C de cette 
perpendiculaire, puisqu'elle passe par le point 0. 

Probleme XI 

140. — D^crire une circonf6rence passant par trois 
points cLonn6s non en ligne droite. 

11 suffit d'appliquer ce qui a 6t6 dit au n® 100. 

Si Ton voulait determiner le centre d'une circonKrence 
^rac^e, on d6terminerait, d'aprfes cette construction, le 
centre de la circonf6rence passant par trois points arbi- 
trairement choisis sur la circonf6rence donn^e. 

PROBlilMB XII 

141. — Mener, par un point donn6 G, une perpen- 
diculaire sur une droite donn^e AB. 

1° Le point C est sur la droite donn^e [fig, 115). Dtoi- 
vons, de G comme centre avec un ^^ 

rayon quelconque, une circonfd- /|x 

rence qui coupe la droite donn^e en 
a et 6, on est alors ramen^ h con- 
struire une perpendiculaire sur ab ^l 



en son milieu, et il sufflra d'en riiis 

determiner un point D, comme I'in- 

dique la figure, puisque cette perpendiculaire passe en C. 



I 



jr-^ 
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. T Ee point G est en dehors de la droite donn^e [figAi&j, 
^ D6crivons, de G comme centre 

avec un rayon quelconque, une 
cii'conf^rence qui coupe la droite 
donn^e en a et b; on est alors 
^'f B ramen6 h. construire une perpen- 
diculaire sur ab en son milieu, 
et il suffira d'en determiner un 
point D, comnie Tindique la fi- 
Fig. 116. gure, puisque celte perpendicu- 

laire passe en G. 

142. — Le m6me probl^me se r^soudrait imm^diate- 
ment k Taide d'une ^querre exacte; mais T^querre doit 
plut6t servir k construire des parallMes que des perpen- 
diculaires. Dans un dessin soign6, les probl^mes sur les 
perpendiculaires doivent 6tre r(^solus a I'aide du compas, 
comme nous venous de I'indiquer. L'equerre ne s§ra uti- 
lis6e, dans le trace des perpendiculaires, que dans le cas 
oil il faudra mener par un point G une perpendiculaire a 
une droite AA', connaissant d<§jk une perpendiculaire BB' 
h. cette droite AA'; il suffira alors, en effet, de mener 
par G une parallMe h, BB', ee qui se fera k Taide de 
r^querre (136). 

PROBii:M£ Xin 

143. — Mener, par nn point donn6 A, une tangente 
& une circonf6rence donn^e O {fig, 117). 

Si le point A est h, Fint^rieur de la circonKrence, le 
probl^me n*a pas de solution (87). Si le point A est sur 
la circonf^rence, on ne peul faire passer d'autre tangente 
par ce point que celle qui admet A pour point de con- 
tact (87) : on la construira en remarquant qu'elle est per- 
pendiculaire au rayon OA. 

Examinons maintenant le cas ou le point A est ext6- 
rieur k la circonf6rence et supposons le probl^me r^solu ; 
AB est une tangente passant par A, dont B est le point 
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de contact. L' angle ABO est done droit, et, par suite, son 
sommet B appartient h la circonKrence d^crite sur AO 
comma diamfetre (125) ; r6ciproquement, tout point com- 
mun B h cette circonKrence et h la circonKrence est 
le point de contact d'une tangente men^e par A ^ la cir- 
conference donn^e. 

Pour r^soudre le problfeme, on d^crira done una cir- 

conKrence sur AO 

comme diamfetre et, ^^^s^^"' s 

pour cela, il sufflra /'''"^?P^s^-^ \ 

de determiner le mi- / // j V^^^^^>.«^^^^^ \ 

lieu de AO; cette cir- / J_j \ ^^^TTTr^-i^;^ 

conference coupera la I \\ j 7 ^-"^-"'^^^"^ 

circonference donn^e V \\i Z,,,.^-'''"''^ / 

en deux points B et ^-^^^Jl*:^^^ / 

B' ; les deux droites ^ ^'-.^ ^^^^''^ 

AB et AB' repondront Pi^ '^i^^'' 

a la question, de sorte 

que le probl^me admet deux solutions. 

144. Remarque. — Les deux tangente^ AB, AB' ^oni 
egales; la droite AO est bissectrice des angles BAB' , BOB' 
et perpendiculaire sur la droite BB' en son milieu, 

II suffit, pour demontrer ces propositions, de remar- 
quer que si on fait tourner le demi-plan AOB autour de 
AO, jusqu'^ ce qu'il vienne s'appliquer sur le demi-plan 
AOB', le point B vient coincider avec le point B' (102). 
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145. — Mener, & une circonf6rence donn^e O, une 
tangente parall^le d, une droite donn6e CD (fig, dd8). 

Le diam^lre perpendiculaire h CD coupe la circonfe- 
rence aux deux points A et B : les tangentes AA', BB' 
en ces points, repondent ci la question (86). Le probl^me 
admet done deux solutions et il est clair qu'il n'en admet 
pas davantage. 
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PROBLEME XV 

146. — D^crire, sur une droite limit^e donn^e AB, 
un segment capable d^un angle donn6 [fig. 119). 

La droile AB, prolong^e ind6finimenl, parlage le plan 
en deux regions AMB, ANB; supposons que le segment 
^ ^ cherch6 soil silu6 dans la region 

AMB, et imaginons que le probl^me 
soil r^solu. L'arc AMB, qui r^pond 
^ la question, appariient \ une cir- 
conKrence dont il suffil de deter- 
miner le centre 0. Menons en A, 
dans la region ANB du plan, une 
demi-droite AG tangente k la cir- 
conKrence : Tangle BAG est ^gal 
\ Tangle donn6, puisqu'il a pour 
mesure, comme celui-ci, la moiti6 
de Tare ANB (121). Nous pouvons done conslruire la 

demi-droite AG sans supposer le pro- 
bl^me r6solu ; il suflira de construire, 
dans la region ANB du plan, un angle 
BAG ^gal \ Tangle donn6. Si, alors, 
nous remarquons que le point est 
sur la perpendiculaire AO k AC en A 
(86) et sur la perpendiculaire OD h. 
AB en son milieu D (92), nous voyons 
qu'il est facile de construire le point 
et, par suite, Tare AMB cherch6. 
Dans la region AMB du plan, le 
problfeme admet une solution et une seule; il en est de 
m6me dans la region ANB. 

PROBlilME XVI 

147. — Construire nn cercle tangent aux trois 
e6t6s d'un triangle ABC \fig. 120). 

Tout point Equidistant des trois c6tEs du triangle est 
le centre d'un cercle tangent k ces trois c6t6s et r^cipro- 




c\ 

Fig. 119. 
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quemenl. Or le lieu g^om^trique des points ^quidislanls 
de AB el de BG est l*ensemble des deux bissectrices BI, 
BF de Tangle B et de son supplement (53) ; de m^me, le 
lieu g^om^lrique des points ^quidistants de AG et de BG 
est Tensembledesdeux bissectrices GI, GI' de Tangle G et 
deson supplement. 

BI et GI se coupenl en un point I, situ6 dans Tint^rieur 
du triangle, et qui est le centre d'un cercle r^pondant h 




Fig. 120. 

la question : c'esl le cercle inscrit dans le triangle ABC. 
Ajoutons que AI est bisseclrice de Tangle BAG, puisque I 
est equidistant de AB et de AG. 

BT et GT se coupent en un point I' exterieur au 
triangle ABG, mais int6rieur k Tangle A, et qui est le 
centre d'un second cercle r^pondant k la question : ce 
cercle, exinscrit au triangle dans Tangle A, louche le 
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c6t6 BG entre B et G, et les c6t6s AB, AG sur leurs pro- 
longements. Ajoutons que AI' est bisseclrice de Tangle A. 

BI et GF se coupent en un point Fext^rieurau triangle 
mais int^rieur k Tangle B et qui est le centre d*un troi- 
si^me cercle r6pondant k la question ; ce cercle, exinscrit 
au triangle dans Tangle B, louche le c6t6 AG entre A 
et G, et les deux autres c6t6s sur leurs prolongements. 
Ajoutons que la droite AI" est la bisseclrice du suppl6- 
menl de Tangle A. 

Enfin BF et GI se coupent en un poinl F", exterieur au 
triangle mais int^rieur k Tangle G, et qui est le centre 
d'un qualrifeme cercle r^pondant k la queslion; ce cercle, 
exinscrit au triangle dans Tangle G, touche le c6l6 AB 
entre A et B, et les deux autres c6t6s sur leurs prolonge- 
menls. Ajoulons que la droite AF" est la bisseclrice du 
supplement de Tangle A. 

Le problfeme admet done quatre solutions : il y a un 
cercle inscrit et trois cercles exinscrits* 

Remarque. — La demonstration du th^or^me sui- 
vant r6sulte imm^dialement de ce qui pr^c^de : Les trois 
bissecirices intirieures d'un triangle sont concourantes ; 
il en est de meme des bissecirices extdrieures de deux 
angles et de la bisseclrice int^rieure du troisieme angle. 

148. — Soient D.E.F les points de coatact du cercle inscrit 
avec les cotes BG, AG, AB. Faisons en outre (nous garderons 
d*ailleurs ces notations dans toutes les questions sur le triangle] : 

BC = a. AG = &. ABiprc, a + 6 + c = 2p, 

de sorte que p est le demi-p4rimetre du triangle. 

On a ,.xAE = 6t-GE 

^^* AF = c — BF. 

Or AE ct AF sont deux tangentes issues de A au cercle I • 
on a done (144) AE = AF; de m6me on aura GE = GD, 
BF = BD. 

Ajoutant membre a membre les deux egalit^s (1) et utilisant 
les relations qui precedent, on obtient : 

2AE = 6 + C — CD— BD, 
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ee qu*on peut 6crire, puisque BD + CD = a, 

2AE = &+ c— a. 
Or on a a + 6 + c = 2p; 

retranchant 2a aux deux membres, il reste 

&+C — a = 2p — 2a = 2(p— a), 

et par suite 2AE ^ 2(p — a) 

ou bien AE = AF = p — a. 

On d^montrerait de m6me les relations 

BD = BF=p — 6 
GD = GE = p— c. 

Solent D',E',F' les points de contact du cercle exinscrit V avec 
les c6tes BG, AG, AB. On a : 

fc. AE'=&+GE' 
^^^ AF' = c + Br; 

or comme plus haut on a : AE' = AF'. GE' = GD', BF' = BD' ; 
ajoutant membre a membre les ^galites (2), on obtient par suite 

2 AE' = & + c + GD' + BD'. 

Ge qu'on peut 6crire, puisque BD' + GD' = a, 

2AE' = 6+c + a = 2p 
ouenfln AE' = AF' = p. 

Portant ces valeurs dans les dgalit^s (2), on en d^duit tout de 
suite : 

BD' = BF' = p — c 
GD' = GE'=p — &. 

On demontrerait des formules analogues en consid^rant les 
deux autres cercles exinscrils 1" et 1'". 

Remarquons enfin que BD = GD' = p — b; le milieu du seg- 
ment DD' coincide par suite avec le milieu du c6td BG. 

ProBLEMK XVII 

149. — Mener une tangente commune k deux cir- 
conf6rences donn^es O et O'. 

Gherchons d'abord une tangente commune extMeure, 
c'est-i-dire laissant les deux circonKrences donn6es d'un 
mfime c6t6. 

Supposons le problfeme resolu {fig* 121) et soit AB une 
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droile r^pondant h la question, touchanl les deux circon- 
f^rences el 0' en A et B respectivement. 

Par le centre 0' de la plus petite circonference, menons 
la parall^le k AB qui coupe OA en G. 

La figure ABO'G est un rectangle, puisque OA el O'B 
sonl perpendiculaires sur AB. U en rtsulte que O'G est 
tangente k la circonference d^crite de comme centre 
avec OG pour rayon, et que OG est ^gal k la difference des 
rayons des deux circonKrence.s donn^es, puisque Ton 
a OG = OA — AG el aussi AG = O'B ^ de sorte que 
OG==OA-0'B. 

R^ciproquement, du centre de la plus grande des 
deux circonKrences donn^es, d^crivonsune circonference 
avec la difference des rayons de ces deux circonferences 
pour rayon, et menons par 0' une tangente O'G k cette 
circonference ; la demi-droite OG prolongee rencontre la 




Fig. 121. 

circonference en A; la tangente en A i la circonfe- 
rence est aussi tangente k la circonference 0', puisque 
sa distance k 0' est egale k AG, c'est-k-dire k O'B (83). 

Le probl^me admettra deux solutions, si du point 0' on 
peul mener deux tangentes k la circonference OG, c'est- 
fVdire si le point 0' est exterieur k cette circonference ; 
pour que cela soil, il faut el il suffit que Ton ait 00'>0G, 
et, puisque OG est la difference des rayons des deux circon- 
fcrences donnees, il faut que celles-ci ne soient ni inte- 
rieures Tune k I'autre, ni tangentes interieurement (105). 

Si les deux circonferences donnees sont interieures Tune 
k I'autre, le meme raisonnement monlre qu'il n'y a pas 
de solution ; si elles sont tangentes interieurement, il y a 
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ane seiile solution, qui est la tangenle commune au point 
de contact (103). 

Lorsqu'ily a deux solutions AB, A'B', ces deux droites 
se coupent en un point S de la ligne des centres 00' : on 
d^montrera cette proposition, ainsi que d'autres faciles 
k ^noncer, en faisanl lourner le demi-plan OO'A autour 
de 00' jusqu'^ ce qu'il vienne s'appliquer sur le demi- 
plan 00' A' ainsi que nous Tavons fait sou vent. 

Si les deux circonKrences 6taient 6gales, les deux tan- 
gentes communes ext^rieures seraient parallMes h la ligne 
des centres. 

Cherchons maintenant une tangente commune int^- 
rieurcy c'est-k-dire laissant les deux circonKrences don- 
n^es de c6t6s diff^rents. 

En raisonnant comme pr^c^demment, on sera conduit 
k la construction suivante [fig. 122) : du centre de Tune 

des deux circonK- ^^ ^ 

Fences donn6es, d6- ,-"''' ">c 

crivons une circon- / 

ference avec la som- / 

me des rayons de [ 

ces deux circonK- \ 

rences pour rayon, \ 

et menons par 0' \ 

une tangente O'G h. 

cette circonf^rence; 

la demi-droite OG 

rencontre la circonKrence en A; la tangente en A k 

cette circonference est aussi tangente k la circonf(^rence 

0' et r^pond h, la question. 

Le probl^me admet deux solutions si 00' > OG, c'est- 
k-dire si les deux circonferences sont ext^rieures Tune h. 
Tautre. H en admet une seule, qui est la tangente com- 
mune au point de'contact, si les deux circonferences sont 
tangentes ext^rieuremenl; il n'en admet aucune dans 
tous les aulres cas. 

Lorsqu'il y a deux solutions, AB, A'B', ces deux droites 
se coupent en un point S de la ligne des centres 00'. 
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n sera facile, d'aprfes cela, de faire le tableau des lan- 
genles communes k deux circonKrences dans lous les cas 
possibles. 

PROBiiaiE XVIII 

150. — Trouver un pcint M tel que deux segments don- 
nas ABy CD soient vus de oe point sous des angles don- 
nes {fig, 123). 

II est clair que le point M est le point dMntersection de deux 
arcs AMB, GMD d6crits sur AB et CD comme cordes, et ca- 
pables respectivement des angles donnas. 

Supposons, en particulier, que les deux segments aient une 

extremity commune; la discussion 
devient alors facile : nous laissons 
au lecteur le soin de la faire. 

Dans ce dernier cas, le probleme 
re^oit sou vent le nom de probleme 
de la carte : sa solution permet, en 
eifet, de trouver sur une carte quelle 
est la position occupee par un ob- 
servateur qui volt les distances AB, 
BG de trois objets remarquables 
A, B, G port^s sur cette carte sous des angles donnas. 



EXERCICES 

1. — Gonstruire la bissectrice de Tangle de deux droites dont 
le point d'intersection est en dehors des limites du dessin. 

2. — Gonstruire une perpendiculaire sur une demi-droite en 
son origine A, dans le cas ou il est impossible de prolonger 
cette demi-droite au dela du point A. (On ne se servira pas de 
Tequerre.) 

3. — Mener une perpendiculaire sur une droite par le 
point d*intersection suppose inaccessible de deux droites don- 
n6es. 

4. — Mener par un point une droite qui aille passer par le 
point d'intersection suppose inaccessible de deux droites den- 
udes. 

5. — Gonstruire une circonference passant par trois points 
donn6s A, B, G, lorsque le centre de cette circonference tombe 
en dehors des limites du dessin. Justifier le proced6 suivant : 
des points A et B comme centres on d^crit deux circonferences 
avec un m6me rayon quelconque; soit P I'un des points d'in- 
tersection de GA avec la circonference A, Q Tun des points d'in- 
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tersection de GB avec la circonf6ience Q ; on prend sur les deux 
circonferences deux arcs egaux PP', QQ' dans le mfime sens de 
rotation ; les droites AP', BQ' se coapent en un point M qui 
appartient a la circonf^rence cherch^e passant par les points 
A, B, G. 

6. — Gonstruire une circonference tangente k trois droites 
donnees. dont deux sont parall^les. 

7. — D^crire une circonference de rayon donn6 ou passant 
par un point donne qui soit egalement distante de trois points 
donnas non en ligne droite. 

8. — Tracer une circonference qui soit 6galement distante 
de quatre points donnas, dont trois quelconques ne sont pas en 
ligne droite. 

9. — Inscrire dans un cercle une corde de longueur donn^e, 
parallele a une droite donnee, ou passant par un point donne. 

10. — Decrire un cercle touchant deux droites ou deux cir- 
conferences ou une droite et une circonference donn(5es, et 
Tune de ces lignes en un point donne. 

11. — Par un point, mener une droite qui soit divis6e en 
deux parties egales par les coles d'un angle donn6. 

12. — Par I'un des points d'intersection de deux circonfe- 
rences, mener une secante qui ait son milieu en ce point. 

13. — Des sommets d'un triangle comme centres decrire 
trois cercles qui se touchent deux a deux. 

14. — Gonstruire un triangle rectangle, connaisaant I'exces 
de I'hypot^nuse sur un des c6t6s de Tangle droit et Tautre 
cote de Tangle droit, ou bien un angle aigu. 

15. — Gonstruire un triangle, connaissant deux c6t6s et une 
m^diane ; ou bien un c6t6 et deux medianes; ou bien les trois 
media nes. 

16. — Gonstruire un triangle, connaissant un c6t6, Tangle 
oppose et la somme ou la difference des deux autres cotes. 

17. — Gonstruire un triangle, connaissant les angles et la 
somme de deux cotes. 

18. — Gonstruire un triangle, connaissant les angles et le 
p6rimetre. 

19. — Gonstruire un triangle, connaissant un angle, un c6t6 
et une hauteur. 

20. — Gonstruire un triangle, connaissant un angle, une 
hauteur et le perimetre. 

21. — Gonstruire un triangle, connaissant les pieds des trois 
hauteurs. 

22. — Gonstruire un triangle, connaissant trois des quatre 
centres des cercles qui sont tangents a ses c6t6s. 

23. — Gonstruire un triangle, connaissant la hauteur, la me- 
diane et la bissectrice int^ricure ou exterieure issues d'un meme 
sommet. 
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Questions diyerses 

1. — Si deux circoaf^rences sont tangentes exterieurement 
en un point A, la tangente commune en A passe par le milieu 
de chacune des tangentes communes ext^rieures a ces deux 
circonf^rences. 

2. — Le rayon du cercle inscrit dans un triangle rectangle 
est 6gal a I'exces du demi-p6rimetre de ce triangle sur I'hypo- 
tenuse. 

Le rayon du cercle exinscrit a un triangle rectangle dans 
Tangle droit est egal au demi-p6rimetre de ce triangle. 

3. — Si un cercle est tangent aux quatre coles d*un quadri- 
latere convexe, la somme ou la difference de deux cotes oppo- 
ses de ce quadrilatere est 6gale a la somme ou a la difference 
des deux autres c6tes opposes, suivant que le cercle est inscrit 
ou exinscrit au quadrilatere. Les r6ciproques sont vraies. Quelles 
sont les principales propri6t6s des quadrilaleres convexes qui 
admettent deux cercles tangents a leurs quatre cotes ? 

4. — Quel est le lieu geometrique des centres des cercles 
inscrits et exinscrits a un triangle dont la base est donn^e ainsi 
que la grandeur de Tangle oppose? 

5. — Quel est le lieu g6om6trique du centre du cercle cir- 
coDScrit a un triangle dont on donne un angle en grandeur et 
en position, ainsi que la somme ou la difference des c6t6s qui 
ferment cet angle ? 

6. — Galculer les divers segments determines sur les c6t(5s 
d*un triangle par les points de contact des cercles inscrits et 
exinscrits en supposant : 

loa= 15°».i/=14"*,c=13°^; 

Mponse. — Ense reportant a la figure 120 on a : 

10 AE'=:AF'=BD" = BF" = GD"'=:GE'" = 21°^:AE=AF 
= BD'" = BF" = CD" = CE" = 6°» ; AE'" = AF"'=i=BD = BF 
= GD' = GE' = 7°»; AE"=AF"=BD' = BF' = GD=GE=8°». 

2oAE'=AF' = . .. = 6°»;AE=AF=.... = 1»;AE"'=AF'" 
=:.... = 2"»; AE" = AF"=.... = 3"». 
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LES LIGNES PROPORTIONNELLES 



§ ler ^ x^Qs segments proportionnels. 

151. — Gonsid^pons deux points fixes, A et B, situ^s 
sur line droite ind^finie X'X [fig. 124), et un point 
variable M situ6 sur cette mSme droite. Nous nous pro- 

MA 

posons d'^tudier la variation du rapport ™ des dis- 
tances du point M aux deux points A et B, lorsque le 
point M d^crit la droite X'X. 

"S W A M B 5f X" 

Fig. 124. 

1° Supposons le point M situ6 entre A et B : si le 
point M se meut de A vers B, la distance MA augmente 
constamment, tandis que la distance MB diminue 

MA 

constamment. II en r^sulte quele rapport jg^ augmente 

constamment ; en effet, ce rapport est le nombre qui 
mesure MA quand on prend MB pour unil6,et il est clair 
que, si la grandeur i mesurer augmente en mSme temps 
que I'unit^ diminue, le nombre qui est le r6sultat de cette 
mesure augmente nteessairement. 
D'ailleurs ce rapport pent prendre telle valeur qu'on 
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7 
voudra donn^e k Tavance, -z par exemple : en effet, 

„, ,. , MA 7 

1 Coanie j^^ ^ 

est 6quivalente ^ celle-ci (Hi) : 

MA 7 MA 7 

OU 'T-^=-r^ 



MA + MB 7 + 5 AB 12' 

or, lorsque le point M d6crit le segment AB, il est clair 
que MA augnientant d*une fagon continue, depuis zero 
jusqu'^ AB, ce point pourra prendre une position et une 
seule, telle que, ainsi que Texprime T^galit^ pr^c^dente, 
la longueur MA soit 6gale aux sept douzl^mes de la lon- 

7 
gueur AB; en effet, le nombreT^est inKrieur k Tunite, 

d'aprfes la faQon dont 11 a 6t6 obtenu. 
II en sera de m^me, quelle que soit la valeur donn^e k 

MA 

1 avance pour le rapport ttr- 

En r6sum6, le point M 6tant situ6 entre A et B, le rap- 
port ™ augmente constamment lorsque M va de A 

vers B, et prend une fois, mais une fois seulement, une 
valeur quelconque donn^e k Tavance. 

OA 

Si est le milieu de AB, le rapport tt^ est 6gal k 1 ; 

MA 
done, si M est entre A et 0, le rapport ttt: est inKrieur 

MA 

i 1 ; si M est entre et B, le rapport ^ est sup6rieur k 1 . 

2** Supposons le point M situ6 en M' sur la demi- 
droite BX. On pent 6crire : 

M^A _ M^B + AB _ M^B AB . . AB 

M'B "" M'B ~~ M'B + M'B ~~ * + M'B ' 

Le rapport consider^ est done toujours sup^rieur k \ , 
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AB 

il d^passe 1 de zrr^ ; or ce second rapport va conslamment 

en diminuant si M' s'^loigne du point B, puisque AB reste 

fixe, tandis que M'B augmenle conslamment ; done le 

M'A 
rapport consid6r6 ttt^ diminue constammenl lui aussi, 

lorsque M' s'^loigne de B, mais en restant loujours sup6- 

rieur a 1. 

Gomme plus haul, on verra que, en outre, il exisle 

une position du point M', el une seule, sur la demi- 

M'A 
droile BX, telle que le rapport rpB prenne une valeur 

quelconque donn^e k Tavance, superieure k I'unite. 

2 
Soil en effet, par exemple, 1 + « celte valeur; d'aprfes 

ce qui pr^cfede, on devra avoir : 



AB_2 M 
M'B ""5 °" AB 



'B 5 / . M'A . , AB\ 

B=2 iP"^'5^"io = *+iirBJ 



ce qui est possible puisque M'B augmenle constammenl 
k partir de zero, lorsque M' s'floigne de B. 

3° Supposons le point M situ6 en M" sur la demi- 
droite AX'. On pent 6crire : 

M''A M"B — AB M"B AB AB 



//u Aff//r> — * 



M"B M'B M"B M"B~~' M'B 

Le rapport consid6r6 est loujours inf^rieur k i; la 

difference avec 1 est rp^ : or, ce second rapport va 

constammenl en diminuant si M" s'eloigne du point A, 

puisque AB reste flxe, tandis que M"B augmenle con- 

M'A 
slammenl; done, le rapport consider^ r|75 augmenle 

conslamment lorsque M' s'eloigne de A, mais en restant 
loujours inf^rieur a 1 . 

Gomme plus haul, on verra que, en outre, il exisle une 
position du point M", et une seule, surlademi-droileAX', 
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lelle que le rapport ^tjtB prenne une valeur queiconque, 

donn^e k Tavance, inKrieure k Tunile. 

2 

Soil en effet, par exemple, 1 — ■= celte valeur; d'aprJ's 

ce qui pr^cfede, on devra avoir : 
AB 2 M"B 



= 7: OU 



5 / . M"A . AB\ 

2 (p"^sq"«irB=*--irBJ 



M"B""5 AB 

ce qui est possible, puisque M''B augmente constamment 
k partir de AB, lorsque M'' s'floigne de A, et que le 

nombre ^ est sup^rieur k Funil^, d'aprfes la fagon dont il 

a 6t6 oblenu. 

152. — L'^tude qui pr^c^de nous permet d*6noncer le 
th6orfeme suivant : 

Sur la droite ind^finie XX!, il eonste toujours deux 

PA 

points P, Q, et deux seulement, tels que les rapports p^> 

jrrg des distances de chacun d'eux aux deux points fixes A 

et B aient une valeur queiconque donnee a Vavance; 
de ces deux points. Pun P est toujours situ4 entre A et B, 
I' autre est toujours situi en dehors du segment AB ; ces 
deux points sont toujours situis d^un meme cdte du 
milieu du segment AB, du meme cdte que A ou que B, 
suivant que le rapport donn4 est inferieur ou supMeur 
a Vunit^ {fig. 125). 

On dit que les deux points P et Q divisent ou partagent 
le segment AB dans le rapport donn6. Pour 6viter toute 



X' A P B 9 X 

Fig. 125. 

ambiguile, les deux segments PA, PB d^termin^s par le 
point P silue enlre A et B, et dont AB est la somme, sont 
dits additifs; les deux segments QA, QB, d^termin^s par 
le point Q situ6 en dehors de AB, et dont AB est la difpi- 
rence, sont dits soustractifs. 
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Remarque. — Si le rapport donn6 devienl 6gal k 
runil6, le point P vient en ; le point Q disparait en 
s'6Ioignant ind^flniment sur la droite X'X. 

Si le rapport donn6 devient 6gal h zero, les deux 
points P et Q se r^unissent en A. 

Si le rapport donn6 devient inflniment grand, les deux 
points P et Q se r^unissent en B. 

II suffit de se reporter k T^tude du num6ro pr^c^dent 
pour justifier ces propositions. 



Th£or£:me I 

153. — Une parall^le B'C k an o6t6 BG d^un 
triangle ABC partage les deux autres c6t6s en seg- 
ments porportionnels {fig. 126). 

En d' autres termes, on a la proportion : 

bv^_g;a 

B'B""G'G* 

Supposons d'abord les points B' et G situ6s respecti- 
vement entre les points A et B et les points A et G. 

A B'A 

Soit, par exemple, ^ le rapport ^ : B'A contient, par 

suite, quatre fois le tiers de B'B, c'est-i-dire qu*on peut par- 
tager le segment B'A en 
quatre parties 6gales entre 
elles, et le segment B'B en 
trois parties 6gales entre 
elles et ^gales aux pr6c6- 
dentes. Par les points de 
division B,, Bg, B3, B^, Bg, 
menons des parallMes k BG 
qui coupent AG en des 
points G,, Gj, G3, G4, G5 
se succedant dans le m6me 
ordre; puis, par ces points et par le point C', me- 
nons des parallfeles k AB qui coupent BjGj, B3G3, B'G', 




Fig. 126. 
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B4C4, B5G5, BG respeclivement en Dj, Dj, D3, D',D4, Dg. 
Tous les triangles AB,C,, G^DjOg, GjOgGg, G3D3G', 
C'D'G^, G4D4C5, G5D5G ainsi formes sont 6gaux enlreeux: 
en effet, ils ont leurs c6l6s respeclivement parallMes et, 
par suite, ont les angles 6gaux (70); en outre, les c6l6s 
G,D,, GjDg, G3D3... sont 6gaux respectivement aux seg- 
ments BjBj, BgBj, B3B'... comme parallMes comprises 
entre paralJMes, et ces segments etant tous 6gau.x enlre 
eux et au segment AB, par construction, il en r^sulte que 
les c6t6s AB, G^Dj, G^Dg, G3D3... des triangles consid^r^s 
sont tous 6gaux : ces triangles ayant un c6t6 6gal et les 
angles 6gaux, sont tous 6gaux entre eux. II en resulle que 
les segments AG,, G,Gj, CgGj, G3C', G'G^, C4G5, GgG sont 
tous egaux comme c6t^s correspondants de triangles 
^gaux : or, G'A conlient quatre de ces segments et G'C en 

G'A 4 

contient trois; le rapport j^ est done ^, et par suite 

B'A 
^gal au rapport ^7^, c. q. f. d. 

Supposons maintenant les points B' et G' situ6s respec- 
tivement sur les c6t6s AB et AG prolong6s, soil de A 




Fig. 127. 




vers B etG {fig, 127), soit en sens inverse [fig. 128). Les 

figures montrent suffisamment qu*un raisonnement 

absolument semblable k celui qui pr^c^de servira h 

d^montrer le th^or^me : dans la figure 127 on a sup- 

B'A ^ B'A 2 

pos6 g,g =3 ; dans la figure 128, on a suppose B^ ~ 5' 
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Th]6obI:me n 

154. — R^ciproquement, si deux points B' et C 
divisent respectivement les c6t6s AB et AG d'un 
triangle ABC en segments proportionnels, additifs 
on soustractifs en m6me temps, la droite B'C est 
parall61e au troisi^me c6t6 BG (fig. 129). 

Menons, en effet, par le point B' la parallMe h. BG qui 

coupe AG au point G"; d'aprfes le th^orfeme pr6c^dent, le 

G"A B'A 

rapport TvTp est 6gal au rapport gjg et, par suite, d'aprfes 

rhypolhfese, au rapport ^; en outre, les segments G"A 

et G"G sont additifs ou soustractifs en m^me temps que les 
segments B'A et B'B et par suite en mfime temps que les 
segments G'A et G'G. Les deux points 
G' et Ql' parlagent done le c6t6 GA 
dans le m^me rapport, et les segments 
d^termin^s par ces deux points sur 
GA sont en m^me temps additifs et 
soustractifs. Or, il n'y a qu'un point 
qui partage une droite en segments ^ pig. 129. 
additifs de rapport donn^, ou en seg- 
ments soustractifs de rapport donn6 (152) : les deux 
points G' et G'' coincident done n^cessairement, et par 
suite B'G' est parallMe ^ BG, c. q. f. d. 

R'A CA 
155. — De la proportion g^ — pT] ^° P®"** ^l^^^^^^eles 

proportions suivantes : 

B'A + B'B G'A + G'G AB AG 

B'B ~ G'G BB'"~GG'' 




B'A + B'B _ G'A + G'G AB _ AG 

B^A ~ G' A ^^ AB' "~ AG' ' 

qui sont ^quivalentes h. la premifere. 

VNDOYER. GEOMETRIB. 6 
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156. — Plus g6n6ralement, on peut ^noncer la propo- 
sition suivanle : 

Trois droites paralUles kk\ BB', CC interceptent sur 
deux droites ABG, A'B'C quelconques, des segments pro- 

portionnels {fig. 130). 

Nous allons faire voir que Ton a 
A/ W la proportion : 

AB_A^' 
BG"~B'G'' 

Si les deux droites AB, A'B' sont 

parallfeles, le th6orfeme est Evident 

^'^- ^^' puisquel'on a AB= A'B',BC=B'C'. 

Si les deux droites ne sont pas paralftles, soil leur 

point de rencontre ; en vertu du th6orfeme d^montr^ au 

n° 153 et dc la remarquequi pr^cMe, on a ; 




OB 
AB 



OB' OB OB' 



A'B' BG B'G 



mi > 



ces proportions ayant lieu entre des grandeurs de m6me 
esp^ce, on peut les 6crire en changeant les moyens de 
plpce (111) sous la forme : 



OB AB OB BG 



fnit 



OB'~"A'B' OB'""B'G 

ces 6galit6s nous donnent : 

ABBG 
A'B'~"B'G'' 

qu'on peut encore 6crire, en changeant les moyens de 
place : 

AB_AOB' 

BG ~ B'G' ' ^* ^' ^' 

n est clair que la demonstration qui pr^cfede s'applique 
quelle que soit la disposition de la figure. 
R^ciproquement, on d(§montrera, comme au n° 154, 



* *■ 
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que 51 AA' et BB' sont paralleles et si les trots droites kk\ 
BB', GC diterminent sur les deux droites AB et A'B' des 
segments proportionnels et disposes de la meme facon^ 
la droite GC est parallele aux droites A A' et BB'. 

Remarque. — Si Ton consid^re une nouvelle 
droite DD' parallfele & AA', on pourra 6crire la suite de 
rapports 6gaux : 

AB _ BG ^ CD _ OA _0B _ OG _ OP 
A'B' "~ B'G' ~ G'D' "" A' "^ OB' "" OG' "" OD' ' 



Th^oreme m 

157. — La bissectrice int^rieure ou ext^rieure 
AD de Tangle A d'un triangle ABC partage le c6t6 
oppos6 BG en segments additifs ou soustractifs 
proportionnels aux c6t6s adjacents (fig. 131 ei 132). 

En d'autres termes, on a la proportion 

Bp__AB 
GD ~" AG' 

La demonstration qui suit s'applique aux deux cas 
consid^r^s : la figure seule -^ 
est k changer suivant qu'il 
s'agit de la bissectrice int6- 
rieure ou de la bissectrice 
exterieure. 

Par le point B, menons une 
parallfele h. AD qui coupe AG 
en E; le triangle GBE, coup^ 
par AD parallMe au c6t6 BE, donne la proportion (153) : 

BD_AE 

gd~"ag' 

D'autre part, les angles ABE et BAD sont 6gaux comme 
alterneS'internes par rapport aux paralleles AD, BE cou- 
p6es par AB ; les angles AEB et DAF sont 6gaux comme 
correspondants par rapport aux m^mes parallWes couples 
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par AG. Gomme les angles BAD, DAF sont 6gaux par 
hypolhfese, il en r^sulle que les angles ABE, AEB, qui 
leur sont respeciivement 6gaux, sonl 6gaux enlre eux; le 




Fig. 132. 

triangle ABE est done isocfele et Ton a AE=AB. Rem- 
plagant AE par AB dans la proportion obtenue plus baut, 
il vient 

BD__AB 

CD~~AG'^*^ '^^ 

Remarque. — Si AB = AG, la bissectrice ext^rieure 
AD est parallMe k BG. 

158. — R^ciproquement, si un point D de la base BG 
d'un triangle ABG partage BG en segments additifs ou 
soustractifs proportionnels aux cdtds adjacentSj la droite 
AD est bissectrice interieure ou exterieure de Vangle 
oppose A. 

Geci r6sulte imm^diatement de cette propri6l6 qu'il 
n'existe qu'un seul point qui divise une droite en segments 
additifs de rapport donn6 ou en segments soustractifs de 
rapport donn^ (152). 

159. — Soient a, 6, c , o;, y les nombres qui, lorsqu'on 
prend une m6me unit6 quelconque, mesurent les c6t6s 
BG, AG, AB du triangle et les segments BD, GD d^ter- 
min6s surBG par la bissectrice interieure de Tangle A; on 
a la proportion arithm^tique : 



On en d^duit : 



X c 

y~r 



X 



x+y b+c 
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Comme onvix-\-y = a, il en r^sulle : 

- = ^— ; — , dou a: = 



De m^rne on a : 

6 ,, ^ ab 



l_ = _4-,d'otiy = 



X^y 6 + c '^ 6 + c 

Si, par exemple, BG, AG, AB ont des longueurs de 
io mMres, 14 metres, 13 mMres, on aura, en prenant le 
m^lre pour unil6, a = 15 ; 6 = 14 ; c = 13, d'ou : 

13X15 _65 14X15 _70_ 

""""14 + 13— 9'""^''^'^** ^~"14+13""9'"~^'^^- 

Par suite, k un cenlimMre pr^s, les longueurs de BO 
el de GD sont 7",22 et 7»,78. 

Soient x' et y' les nombres qui mesurent les segments 
BD, GD d6termin6s surBG par la bissectrice ext^rieure de 
Tangle A; on a de mfime : 

x' c 

y'-r 

D'oti, en supposant 6 > c, on tire : 

x' c ^ y' b 



y' — ocf b — c rj' — x' b — c 

Gomme on a y' — a?' = a, il en r^suUe : 

, ac , ab 

^=1 — ;» y = 



b — c 



En conservant les donn^es de Texemple pr6c6dent, on 
aura done : 

de sorte que les longueurs de BD et de GD seront 
195 mMres et 210 mMres. 
On raisonnerait d'une fa^on analogue si Ton avait b<c. 
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THlfiOR^ME IV 

160. — Le ^eu geometrique des points M dont les 
distances k deux points fixes A et B sont dans un rap- 
port donn6, est la circonf^rence d^crite sur CD comme 
diam^tre, C et D dtant les deux points qui partagent le 
segment AB dans le rapport donn6 (fig, 133). 

P Soit M UQ point du lieu; on a, d*apres la definition des 
points G et D : 

MA_GA._DA 
MB ~ GB "" DB" 




Fig. 133. 



II en r^sulte (158) que les deux points G et O sont les pieds 

des bissectrices int^rieure et 
exterieure de Tangle M du 
triangle AMB. Ges deux bissec- 
trices 6tant perpendiculaires 
Tune sur l*autre (27), Tangle 
GMl7 est droit, et par suite le 
point M appartient a la circon- 
ference decrite sur CD comme 
diametre (125). 

2° Soit M un point de la 

circonference decrite sur CD 

comme diametre; menons par B 

des paralleles a MG et MD qui coupent MA en G' et D' ; on a 

dans les triangles MAG. MAD coupes par les paralleles BG', BD' 

aux cotes MG, MD (155) 

MG[_CB MD'__DB. 
MA""GA' MA~DA' 

GB DB , 

comme par hypothese les rapports — et — sont egaux, il 

, , , ,. , ... . MG' MD' 

resulte des dgalltes precedentes que les rapports rr— et —-• 

sont 6gaux, et par suite que les longueurs MG' et MD' sont 
egales. BM est done une m^diane du triangle BG'D'; mais ce 
triangle est rectangle en B, puisque les angles G'BD' et GMD 
sont egaux comme ayant les cdtes paralleles et que Tangle GMD 
est droit comme inscrit dans une demi-circonf6rence ; d'ailleurs 
la m6diane de Thypotenuse d'un triangle rectangle est 6gale a 
la moiti(§ decette hypotenuse, puisque la circonference d6crite 
sur Thypotenuse comme diametre passe par le sommet de 
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Tangle droit; on a done MG' = MD' = MB, etpar suite Ies6ga- 
lites obtenues pr6c6demment s'dcrivent : 

MB_CB_DB 
MA""GA""DA* 

de sorte que le point M appartient au lieu gdom^trique consi- 
d6r6. 
Le th^or^me ^noncd est ainsi compl^tement d^montrd. 



EXERGIGES 

1. -^ Quelle est la distance des deux points P et Q qui par- 
tagent dans un rapport donn6 k une longueur AB = a ? 

Application : a= 69"* ; ^ = --. 

1 o 

Reponse. — PQ = 41i»,125. 

2. — Gardant las donnees prec6dentes, et appelant le mi- 
lieu du segment PQ, montrer que le point est toujours en 
dehors du segment AB, et que OP est une moyenne propor- 
tionnelle entre OA et OB. — R^ciproque. 

3. — Quel est le rayon du cercle lieu g6om6trique des points 

25 
dont le rapport des distances aux deux points A et B est -— , en 

4 

supposant AB = 36". 

Rdponse, — 5", 91... 

Quelle est la distance du centre de ce cercle aux points A 
etB? 

Reponse. — OA = 36» 945... ; OB = 0».945... 

4. — Dans un triangle ABG, les c6tes AB et AG out des lon- 
gueurs de 47™ et 58"* ; on mene une parallele B'G' a BG dis- 
posee comme sur la figure 127 et telle que BB' := 100™ ; calcu- 
ler la longueur AG'. 

Reponse. — AG' = 181™, 40.... 

5. — Dans un triangle ABG, les c6t6s sont : a =17™, 
b= 12™, c=8™. Quels sont les segments determines sur les 
trois cotes par les bissectrices interieures AD, BE, GF et les 
bissectrices ext^rieures AD', BE', GB" ? 

/?.— BD = 6™,80; GD = 10™,20 ; AE=3™.84 ; GE = 8™.16; 
AF = 3™.3i...; BF=4™,68...; BD'=34™; GD'=51™; 
AE'=10™,66...;GE' = 22™,66...;AF'=19™,20;BF' = 27™,20. 

6. — Dans un triangle ABG, les c6t6s sont a= 85™, b = 68™, 
c=:51™. Les bissectrices interieures sont AD, BE, GF et les 
bissectrices exterieures AD', BE', GF' ; calculer les longueurs 
des segments DD', EE', FF'. 

fl^p. — DD' = 291™,42...;EE'=127™,50; FF' = 226™,66... 
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§ 2. — lies polygones semblables. 

161. — Gonsid6rons deux polygones d'un m6me nombre 
de cot^s; faisons correspondre d'une faQon quelconque 
les angles successifs de Fun aux angles successifs de 
I'aulre, et appelons coles correspondanls dans les deux 
polygones ceux qui sonl adjacenls h des angles respecli- 
vement correspondanls. 

Les deux polygones sont dils semblables si on peut les 
faire correspondre Tun h Taulre, de lelle faQon que leurs 
angles correspondanls soient 6gaux chacun k chacun el 

que leurs coles correspon- 
danls soient proporlionnels. 

Les angles el les col^s cor- 
respondanls sont alors dils 
komologuesy el le rapport de 
deux c6l6s homologues quel- 
conques est appel6 rapport 
de similitvde des deux polygones. 

Les deux quadrilal^res ABCD, A'B'G'D' {fig, 134) se- 
ronl semblables si leurs fl^ments v^rifient les relations 

A=A,B-B,C^G,D_D,_=_=_^_, 

et les c6l6s AB el A'B', par exemple, seront homologues. 
Mais ces deux polygones seront encore semblables si 
Ton a : 

A_C , B--B , C^A , D^D ,_= — =_-_._; 

rhomologue de AB dans le second polygone sera alors 
G'B';elc. 

Pour abr^ger le langage, on dil souvent que deux poly- 
gones sonl semblables s'ils ont les angles 6gaux et les 
c6l6s homologues proporlionnels. 

162. — Dans deux Iriangles semblables, les c6l6s ho- 
mologues sont ceux qui sont opposes aux angles homo- 
logues, c'est-!l-dire aux angles 6gaux. 
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Le th6or^me suivant va nous montrer Teiislence des 
triangles semblables. 

Tn^R^aiE V 

Une parallMe B'C k nn c6t6 BG d'nn triangle ABC 
determine on nouvean triangle AB'C semblable au 
premier {fig. 135, i36, 137). 

La demonstration qui suit s'applique aux trois cas de 
figure possibles. 
En premier lieu, les deux triangles ABC, AB'C ont les 





angles 6gaux chacun k chacun, puisqu'ils ont les c6l(5s 
respectivement parallMes (ou coincidants). On a en 

AB' AC 
outre (15o) aB = AC* 

Menons maintenant par G la parallMe k AB qui coupe 
BG en D ; le triangle GAB coup6 par G'D parallMe au c6i6 

/,«x AG' BD 

AB donne (155) -^ = g^ • 

Mais les lignes BD et B'G' sont 6gales corame parallMes 
comprises entre parallWes, et r^galil^ pr6c6dente s'^crit : 

AG_WG, 
AG "" BG ' 

cette 6galit6, reunie k celle qui a et6 obtenue d'abord, 

AB' AG' B'G' 



donne 



AB AG BG' . 

6. 
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les deux triangles AB'G, ABG ont done leurs c6l^s pro- 
portionnels, el, comme ils ont les angles 6gaux, ils sont 
semblables, c. q. f. d. 

163. — Si deux triangles sont semblables, ils ont leurs 
angles egaux et leurs c6t6s proportionnels ; les trois th^o- 
r^mes qui suivent, connus sous le nom de cas de simili- 
tude des triangles, vont nous montrer qu'il sufflt que 
certaines de ces conditions convenableraent choisies 
soient remplies, pour que les deux triangles soient sem- 
blables. 

TfljSOR^ME VI 

Deux triangles ABG, A'B'C sont semblables slls 
ont les angles 6gaux chacun k chacun (fig, 138). 

Supposons que Ton ait A = A', B = B', C = C'. (II suffit 
d*ailleurs, comme Ton sait, que les triangles aient deux 
angles 6gaux chacun k chacun, pour que leurs troisifemes 
angles soient aussi 6gaux.) 

Prenons sur la demi-droite AB une longueur AD 6gale 



Ji A'B', et menons par D la parall^le k BG, qui coupe AG 
en E. Les deux triangles ADE, ABC sont semblables (162), 
el, si nous d6montrons que les triangles A'B'G', ADE sont 
^gaux, il en r^sultera clairement que le triangle A'B'G' 
est semblable au triangle ABG. Or, le triangle ADE a les 
angles 6gaux respectivement h ceux du triangle ABG 
(puisque ces deux triangles sont semblables) el, par suite, 
h ceux du triangle A'B'G' d*aprfes I'hypoth^se; en outre on 
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a AD== A'B^ Les deux triangles ADE, A'B'C ont done les 
angles 6gaux chacun h chacun et un c6l6 6gal, et, par 
suite, sonl 6gaux, c. q. f. d. 

164. Corollaires. — 1** Deux triangles qui ont leurs 
cdtis respectivement paralleles ou respectivement perpen- 
diculaires sont semhlables; car ils ont leurs angles 6gaux 
chacun h. chacun (70). 

S'' Deux triangles rectangles qui ont un angle aigu igal 
sont semblables, 

Th^or^me VII 

165. — Deux triangles ABC, A'B'C sont sem- 
blables s*ils ont un angle 6gal compris entre deux 
c6t6s proportionnels {fig. 138). 

Supposons que Ton ait : 

A'B' A'C 



A=A', 



AB "~ AC 



Prenons sur la demi-droile AB une longueur AD 6gale 
h A'B' et menons la parallMe DE k BC. Les deux triangles 
ADE, ABC sont semblables, et il isufflt de d6montrer 
r^galit6 des triangles A'B'C, ADE. Or, la similitude des 
triangles ADE, ABC donne 



• 




AD 


AE 








AB 


"AC 




puisqueAD = 


AB', 


cette proportion s 


'^crit : 






A'B' 


AE 








AB 


""AC 




mais on a par 


hypothfese : 










A'B' 


A'C 








AB ■ 


"^ AC* 




on en deduit : 












AE 


A'C 

1 


m AE — i 


L'C' 



AG AG 



iX''* 
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Les ^deux triangles A'B'C, ADE ont alors un angle 
^gal (A=A' par hypoih^se) compris enlre deux c6l^s 
6gaux chacun k chacun (AD=A'B', AE=A'G'), et par 
suite sont 6gaux, c. q. f. d. 

TnfiORiiME VIII 

166. — Deux triangles ABC, A'B'G' sont semblables 
sUls ont leurs trois c6t6s proportionnels {fig, 138). 

Supposons que Ton ait : 

A'B' AT/ B'C 



AB ~ AG 



BG 



Prenons sur la demi-droite AB une longueur AD 6gale 
h A'B' et menons la parallfele DE k BC. Les deux triangles 
ADE, ABC sont semblables, et 11 sufflt de d6montrer I'^ga- 
lil6 des triangles A'B'G', ADE. 

Or, la similitude des triangles ADE, ABG donne : 

AD__AE_DE. 
AB~"AG"~BG' 

puisque AD=A'B', ces proportions s'toivent : 

A^_AE_DE, 
AB "~AG"~BG' 

comparant ces 6galil6s k celles que donne I'bypoth^se, on 
obtient : 

Ati A 

51 = l!^'ouDE = B'G'. 
BG BG 

Les deux triangles A'B'G', ADE ont alors les trois c6l6s 
6gaux chacun ^cbacun, et, par suite, sont 6gaux, c. q. f. d. 

TH]gOR£:M£ IX 

167. — Trois droites, AA\ BB', GG', qui concourent 
en un point O interceptent sur deux droites paral- 



i| = f.uAE = A.O', 
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161es ABC, A'B'C quelconques des segments propor- 

tionnels (fig. 139 et i40\ 

En d'autres f '^rmes, on a la proportion : 

AB_A^ 
BG ~" B'C * 

La demonstration qui suit s'applique aux deux cas de 
figure possible. 
Les triangles semblables OAB, OA'B' (162) donnent : 

AB OB 



A'B' OB 



/» 





Fig. 139. 



Fig. 140. 



les triangles semblables OBG, OB'ff donnent de m^me : 

BG OB 



B'G' ~" OB 



19 



on d6duit de ces deux ^galit^s : 



AB 
A'B' 



BG 



/r«/» 



B'G 



ou en intervertissant les moyens : 

AB__A'B' . , 

BG-F(7'''-^-^-'*- 

Remarque. — Si Ton considerait uno nouvelle droite 
DD' passant par le point 0, il est clair que Ton pourrait 
6crire la suite de rapporls ^gaux : 

AB _ BC _ CD OA _ OB __ OG _ OP 
A'B' ~" B'G' — G'D' " OM "" OB' ~" Off "" OD'" 
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168. — Reciproquemenl, si AA' et BB' se coupent en 
un point 0, et si les trois droites A\.', BB', GC determinent 
sur les deiLpc paralleles AB, A'B' des segments proportion- 
nels additifs ou soustractifs en meme temps, la droite GC 
passe par le point 0. 

Si, en effei, OG coupe A'B' en G'', les deux points G el 
C" divisantle segment A'B' en segments de m6me nature 
et de m6me rapport, coincident n^cessairement. 

Th^oreme X 



169. — Deux polygones composes d'un rndme 
nombre de triangles semblables chacun k chacun et 
semblablement disposes sont semblables. 

Soient les deux polygones ABGDEF, A'B'G'D'E'F com- 
poses, I'un des triangles ABG, GAD, DAF, FED, l^autre 
des triangles A'B'G', G'A'D', D'A'F, FE'D' respeclivement 
semblables aux pr6c6denls et semblablement disposes 
{fig. 141). 
1° Les angles correspondants des deux polygones sont 

6gaux. D6montrons, 
parexemple, quePon 
a BAF = BAT' ; en 
effet, Tangle BAF est 
la somme des angles 
BAG, GAD, DAF, et 
Tangle B'A'F est la 
somme des angles 
B'A'G', G'A'D', 
D'A'F' , respective- 
ment 6gaux aux pre- 
cedents comme angles homologues de triangles sem- 
blables. De m^me les angles fi et B' sont egaux commo 
angles homologues de deux triangles semblables, et ainsi 
de suite. 

2° Les c6les correspondants des deux polygones sont 
proporlionnels. 




Fig. lil. 
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En effel, les triangles semblables donl sonl composes 
les deux polygenes, donnenl successivement : 

AB BG AC 



A'B' 


B'G' 


""A'G' 


AG 

A'C' 


GD 
~ G'D' " 


AD 
~A'D'' 


AD 


AF 


DF 


A'D' 


A'F' 


D'F'' 


DF 


DE 


EF 


D'F' 


~ DE' 


E'F' 



n est clair qu'en comparanl ces 6galil6s, on obtient la 
suite de rapports 6gaux : 

AB _ BC __ CD _ AF _ DE _ EF 
A'B' "" B'C "~ CD' '" A'F ~ D'E' ~" E'F'* 

et que par suite les c6t6s correspondants des deux poly- 
genes sont proportionnels. 

Les deux polygenes ay ant leurs angles 6gaux, et les 
c6tes homologues proportionnels, sont semblables. 

Remarque. — Ce th^or^me prouve I'existence des 
polygenes semblables. 

Th^or^me XI 

170. — R^ciproquement, deux polygenes semblables 
peuvent ^tre d6compos6s en un m^me nombre de 
triangles semblables et semblablement places. 

Soient ABCDEF, A'B'C'D'E'F les deux polygenes sem- 
blables donnas {fig. 141). Menons dansle premier les dia- 
genales AC, AD, DF quile dtomposent en triangles ABC, 
CAD, DAF, FED; et menons dans le second los diagonales 
cerrespondantes A'C, A'D', D'F' qui le d^composent en 
triangles A'B'C, C'A'D', D'A'F', F'D'E'. 

Nous aliens montrer que ces triangles qui sont places 
de la m^me fa^on que les premiers, leur sont respective- 
ment semblables. 
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La similitude des deux polygones nous donne d'abord : 

AB BG 



B = BV 



A'B' B'G 



/nf9 



done les deux triangles ABC, A'B'G' sont semblables, 
comme ayant un angle 6gal compris entre deux c6t^s 
proportionnels (165). 
On en d^duit : 

A f^R — A'(^'B' pt — — — • 
ALli-ACli et —,__—,, 

d'ailleurs la similitude des deux polygones nous donne : 
BeD = B'(5'D'el|g=|5,; 

il en r^sulte que Tangle ACD, difference des deux angles 
BCD et ACB est 6gal k Tangle A'C'D', difference des deux 
angles B'C'D' et A'C'B' respectivement ^gaux aux prece- 
dents; en outre on a tttv^tjttT/- Par suite, les deux 

triangles ACD, A'C'D' sont semblables comme ayant un 
angle egal compris entre deux c6tes proportionnels. 
On en deduit : 

GAD — G'A'D' -^ — -^ • 

d'ailleurs la similitude des deux polygones et celle des 
triangles ABC, A'B'C nous donne : 

CD AF 



BAF = B'A'F', BAG = B'AC, 



CD' AT 



n?/ > 



il enresulte que Tangle DAF, difference entre Tangle BAF 

et la somme des angles BAG, CAD est egal h Tangle D'A'F', 

difference entre Tangle B'A'F, egal h Tangle BAF, et la 

sommes de angles B'A'C, C'A'D' respectivement egaux aux 

AD AF 
angles BAG, GAD: en outre on a _— - = ---,. Par suite 

A'D' A'F' 
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les deux triangles ADF, A'DT' sont semblables comme 
ayant un angle 6gal compris entre deu:: coles proportion- 
nels. 

La similitude des triangles DEF, D'E'F' pourrait se 
deduire de ce qui pr^c^de par un raisonnement analogue 
h celui que nous avons d^ja fait deux fois : il est plus 
simple de remarquer que ces triangles sont semblables 
comme ayant, en vertu de la similitude des deux poly- 
gones, un angle ^gal (fi^ft') compris entre deux c6t6s 
proportionnels 

DE _ EF 

D'E'"~E'P' 

Le th^orfeme est ainsi complfetement d6raontr6. 

Remarque. — Le rapport de similitude de deux 
triangles correspondants dans les deux series de triangles 
semblables que nous venous de consid^rer est 6gal au 
rapport de similitude des deux polygones. 

TnifiOREME XII 

171. — Le rapport des p6rim6tres de deux poly- 
gones semblables ABGDEF, A'B'G'D'E'F' est 6gal k 
lear rapport de similitude (jig, 141). 

On a, par hypothfese, la suite de rapports 6gaux : 

AB _ BG _ CD _ DE _ EF _ FA 
A'B' ~" B'a ~ CD' ~~ D'E' "~ E'F "" FA'' 

D'aprfes un th^orfeme d'arithm6tique qui est encore 
applicable ici (111), chacun des rapports pr6c6dents est 
^gal au rapport : 

AB + BG + CD + DE + EF + FA 
A'B' + B'G' + G'D' + D'E' + E'F + F'A' 

de la somme de leurs premiers termes k la somme de 
leurs seconds termes; or, ce rapport est pr^cis6ment 
celui des p6rimMres des deux polygones, et par suite le 
lh6orfeme est d6montr6. 
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EXERGICES 

1. — Deux pentagones ABODE, A'B'G'D'B' sont semblables; 
les c6t68 du premier sont AB= 2 8"», BG=27"*, CD = 26"», 
DE = 29°», EF = 30". Dans le second, le c6te A'B' homologue 
de AB a une longueur de 8" ; quelles sont les longueurs des 
autres cotes ? 

i?^p. — B'G' = 7°»,7i...; G'D' = 7»,42...; D'E' = 8» 28...; 
EF' = 8"».57... 

2. — Deux polygenes sont semblables ; deux c6te8 bomo- 
logues de ces deux polygenes ont des longueurs de 2 7™, 35 et 
59", 80 ; le p6rimetre du premier est 390°»,75. Quel est le peri- 
mdtre du second ? 

R^ponse, — 854»,36... 

3. — On mene une parallele variable B'G' a un c6t6 d'un 
triangle ABC qui coupe AB en B' et AG en G'. Le lieu g6om6- 
trique du milieu de B'G' est la m^diane du triangle issue du 
sommet A ; il en est de m6me du lieu geometrique du point 
d'interseetion des droites BG' et B'G. 

4. — La droite qui joint les milieux des deux bases d'un tra- 
peze passe par le point de rencontre des diagonales et par le 
point de rencontre des cot^s opposes aux paralleles. 

5. — Dans deux triangles semblables ABC, A'B'G' on m6ne 
les hauteurs AD, A'D' issues des sommets homologues A et A' : 
les triangles ABD. A'B'D' sont semblables, ainsi que les triangles 
AGD, A'G'D'. II en est de m6me si AD et A'D'sont les medianes, 
ou les bissectrices intdrieures ou ext^rieures issues des som- 
mets A et A'. 

6. — Si D et D' sont deux points qui divisent les c6t6s homo- 
logues BG, B'G' de deux triangles semblables ABC, A'B'G' en 
sc4inents proportionnels de mtae nature, les triangles ABD, 
A'B'D' sont semblables, ainsi que les triangles AGD, A'G'D'. 

7. — Soient deux polygenes semblables P et P' et deux 
points M et M' appartenant I'un a P, I'autre a P'. Ces deux 
points sont dits homologues si, 6tant silu^s sur deux cotes ho- 
mologues AB, A'B' des deux polygenes, ils divisent ces c6t6s 
en segments proportionnels de m6me nature, ou bien si, n'etant 
pas situ^s sur les deux c6t6s homologues AB, A'B', les triangles 
MAB, M'A'B' sont semblables et semblablcment disposes par 
rapport aux deux polygenes. Si M, M' et N, N' sont deux 
couples de points homologues, les droites MN, M'N' sont dites 
homologues. D6montrer : 

10 Que si D, D' et Dj, D/ sont deux couples de droites homo- 
logues, le point d'interseetion de D et Dj est I'homologue du 
point d'interseetion de D' et D|' ; 

2° Que si M, M' et N, N' sont deux couples de points homo- 
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logues, le rapport des deux segments homologues MN, M'N' est 
6gal ail rapport de similitude des deux polygones ; 

3® Que si L et L', M et M', N etN' sont trois couples de points 
homologues, les deux triangles LMN, 1/M'N' sont semblables, 
leur rapport de similitude 6tant celui des deux polygones. 

8. — Dans deux triangles semblables. les hauteurs issues de 
deux sommets homologues sont homologues ; il en est de m6me 
des mMianes et des bissectrices int^rieures ou ext^rieures. Dans 
les deux triangles, les points de rencontre des medianes, les 
points de rencontre des hauteurs, les centres des cercles cir- 
conscrits, ou inscrits, ou exinscrits dans des angles homologues 
sont homologues. 

9. — Dans un triangle ABC, la droite qui joint les milieux 
B\ C de deux c6tes AC, AB est parallele au troisieme cdt6 et 
^gale a sa moitid ; les trois medianes se coupent en un m^me 
point situ6 sur chacune d*elles au tiers de sa longueur a partir 
de la base correspondante. 

10. — Solent A', B', C les milieux des trois cdtes BG. AG, AB 
d*un triangle ABG. Le triangle A'B'G' est semblable au 

triangle ABG, et leur rapport de similitude est -. Etudier les 

lignes homologues de ces deux triangles. En deduire que si 
est le centre du cercle circonscrit a ABG, Gle point de concours 
des m6dianes, et H le point de concours des hauteurs de ABG, 
les trois points 0, G, H sont en ligne droite, G 6tant entre les 
deux autres, et que Ton a GH = 2G0. 

Le cercle circonscrit a A'B'G' a son centre au milieu de OH 
et passe par les pieds des hauteurs -de ABG, et les milieux des 
segments AH, BH, GH : c'est le cercle des neuf points du 
triangle ABG. 

Les distances du point aux trois coles du triangle sont res- 
pectivement moities des segments AH, BH, GH. 

11. — Solent I, r, r, I'" les centres des cercles inscrits et 
exinscrits a un triangle ABG; le cercle circonscrit au triangle 
passe par les milieux des droites qui joignent ces points deux 
a deux; ces milieux sont d'ailleurs les milieux des arcs du cercle 
circonscrit sous-tendus par les trois c6tes du triangle. 

12. — Dans un trapeze de bases AB, GD on mene une paral- 
lele aux bases qui coupe AD en M et BG en N; d6montrer la 
relation 

AB MD CD AM_ 

MN '^ AD "^ MN ^ AD ~" * 

13. — Une droite coupe les cotes BG, AG, AB d'un triangle 
en trois points A', B', G'; demontrer la relation 

A^ B;C G'A_ 
A'G ^ B'A -^ G'B "" 



i40 LIVRE III. 

(Oa meaera par G une parall^le a AB et Ton comparera les 
trioffigles semblables ainsi formes.) 

14. — Trois points A', B'. C 6tant pris sur les cotes BC, 
AG, AB d'un triangle tels que les droites AA', BB', GG' soienl 
coucourantes, d^montrer la relation 

A^B B'G GA_ 
A'G ^ B'A ^ G'B ~~ 

(On appliquera la proposition precedente aux triangles ABA', 
AGA' coup6s respectivement par GG' et BB'.) 

15. — Trois points A', B', G' 6tant pris sur les c6t6s BG, AG. 
AB d'un triangle ABG tels que Ton ait la relation 

AB B'G G'A _ 
AG ^ B'A ^ G'B ~ ' 

CCS trois points sont en ligne droite, ou bien les trois droites 
AA', BB', GG' sont concourantes suivant que parmi ces trois 
points il y en a un nombre pair ou un Dombre impair sur les 
c6t6s eux-m6mes du triangle. 

(Application aux m6dianes, aux hauteurs, aux bissectrices 
int6rieures et ext^rieures d'un triangle.) 

16. — Soit ABGD un quadrilatere convexe^ E le point de 
rencontre des cot^s opposes AB, GD et F le point de rencontre 
des cotes opposes AD, BG. Le segment EB' est divis6 en seg- 
ments proportionnels PE, PF d'une part, QE, QF d'autre part 
par les deux droites AG, BD. 

Proposition analogue pour les segments AG, BD. (On appli- 
quera les propositions des exercices 13 et 14 au triangle AEF 
coupe par BD d'une part, et par les droites concourantes GA, 
GE, GF d'autre part.) 

En deduire une construction du second des deux points qui 
divisent un segment dans un rapport donnd, quand on connait 
le premier de ces points. 

17. — On doane un angle A et un point lixe P; par P passe 
une secante variable coupant les c6t6s de Tangle en B et G; 

OB PB 

sur cette s6cante on prend le point Q tel que r^ = ■^— ■ . Quel 

est le lieu g6om6trique du point Q? 

18. — Les denudes pr^cedentes 6tant conserv^es, soit PB'G' 
une seconde secante variable ; quel est le lieu g6ometrique du 
point d'intersection des droites BG' et B'G lorsque les deux se- 
canles PBG, PB'G' varient? 

19. — Gardant les notations de I'exercice 16, les milieux des 
trois segments AG, BD, EF sont en ligne droite. (On appliquera 
la proposition do Texercice 15 au triangle forme en joignant 
les milieux du triangle BGE, et le r6sultat obtenu sera compar6 
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a celui qu'on obtient en appliquant I'exercice 13 a ce triangle 
BGE coupe par FAD.) 

20. — Soit un segment AB divise dans Ic m6me rapport par 
les deux points G, D; joignons les quatre points A, B. G. D a 
un point quelconque M du plan ; une parallele a MA menee 
par B est coup6e en parties egales par MG et MD. — R^ciproque. 

21. — Gardant les donnees pr^cedentes, montrer que si MG 
et MD sont perpendiculaires, ce sont les bissectrices int^rieure 
et ext6rieure de Tangle AMB. 

22. — Gardant les donnees pr6c6dentes, montrer que si une 
droite quelconque coupe les droites MA, MB, MG, MD en A', B', 
G', D' les deux points G et D divisent le segment A'B' dans le 
m^me rapport. 

23. — On donne une droite D et un point fixe P; on joint P 
a un point quelconque A de D, et on prend sur PA un point Q 

PQ 
tel que ce rapport -^ ait une valeur constants donnee. Quel est 

le lieu g6ometrique du point Q? 

24. — M6me question en remplagant la droito D par une 
circonfSrence 0. 

25. — Quel est le lieu g^ometrique des points d'oii Ton voit 
deux circonferences donnees sous le m6me angle ? 

26. — Quel est le lieu geom6trique des points dont les dis- 
tances a deux droites donnees sont dans un rapport donne? 



§ 3. — Les lignes proportionnelles dans le cercle. 

172. — Supposons qu'enire quatre lignes exisle la 

A_B 



proportion: a, — t„» 



soient a, a', b, h' les nombres qui mesurent ces quatre 
lignes rapport^es a une meme unite; on a la proportion 

arlihm6tique : ~-^=—. 

a o' 

d'ou Ton dMuit ab'=a'bi 

ce que nous pouvons enoncer ainsi : Le produit des 
nombres qui mesurent les deux lignes extremes A et B' 
est egal au produit des nombres qui mesurent les deux 
lignes moyennes A' et B. 
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On abr^ge le langage en disant que le produit des deux 

lignes A et B' est 6gal au produit des deux lignes A' et B, 

et Ton ^crit : 

AXB'=A'XB. 

Get 6nonc6 et celle formule n'ont un sens qu'k la con- 
dition d'entendre qu'il s'agit en r6alit6 des nombres qui 
raesurent les lignes A, A', B, B', et non de ces lignes 
elles-m^mes. 

Si les lignes A' et B sont ^gales, de sorte que B soit 
moyenne proportionnelle entre A et B', on 6crit de m^me : 

AXB'=B2 

et Ton dit que le carr6 de la ligne B est 6gal au produit des 
lignes A et B'. 

173. — Avant d'aller plus loin, nous d^raontrerons un 
lemme dont nous aurons souvent Toccasion de faire usage, 
soit dans ce paragraphe, soit dans les suivants. 

Lemme 

1<> Le carr6 de la somme de deux lignes est 6gal & 
la somme des carr6s de ces deux lignes augment6e 
du double produit de ces deux lignes. 

2^ Le earr6 de la difference de deux lignes est 6gal 
& la somme des carr^s de ces deux lignes diminude 
du double produit de ces deux lignes. 

3^ Le produit de la somme de deux lignes par 
leur difference est 6gal k la difference des carr6s de 
ces deux lignes. 

1** Soit k former le carr6 de la somme des deux 
lignes A et B, c'esl-k-dire le produit (A + B)x(A+B). II 
s'agit en r^alil^ de nombres : or, pour multiplier une 
somme par une somme, on mulliplie la premiere par 
chacun des termes de la seconde, et on fait la somme des 
rcsullals oblenus. On a done d'abord : 

(A + B)» = (A + B)XA + (A + B)XB. 
Pour multiplier une somme par un nombre, on mulli- 



LES LIONBS PROPORTIONNELLES. 143 

plie chacun des lermes de celte somme par ce nombre, et 
on fait la somme des r6sull-als obtenus; on a done en 
second lieu : 

(A + B)XA=A«+AB 

(A+B)XB=AB + B«. 

R^unissanl ces deux r^sultals, il vienl : 

(A + B)* = (A2+AB) + (AB+B«) 



A 



3 



A^O-AB -4- AB 



B 



3 



2AB + B* ,c. q. f. d. 



2* Formons (A—B)*, c'est-k-dire (A— B)x(A— B). 

Pour multiplier une difference par une difference, on 
multiplie la premiere par chacun des termes de la seconde, 
et on fait la difference des r6sullats obtenus. On a done 
d'abord : 

(A-^B)« = (A-B)XA — (A— B)><B. 

Pour multiplier une difference par un nombre, on 
multiplie chacun des termes de cette difference par ce 
nombre, et on fait la difference des resullats obtenus; on 
a done en second lieu : 

(A--B)XA=A» — AB 
(A — B)XB = AB — B«. 

Rcunissant ces deux resultats, il vient : 

(A--B)2 = (A«--AB)-(AB — B»). 

Or, pour retrancher une difference, on retranche son 
premier terme et on ajoute le second, de sorle que nous 
avons finalement : 

(A — B)«=A« — AB — AB + B* 

= A* — 2AB + B* ,c. q. f. d. 

3° Formons (A + B)X(A — B); raisonnant comme 
plus haut, on a d'abord : 

(A + B)X(A-B) = (A + B)XA-(A + B)XB, 



U4 

(A 
puis : j^ 

d'oti Ton tire : 
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B)XA = A»+AB 
B)xB = AB + B«, 



(A + B)(A — B) = (A« + AB) — (AB + B*) 

= A« + AB — AB — B« 
= A3-B» 



c. q. f. d. 



Th^ori^me XIII 

174. — Par un point P pris dans le plan d'une-cir- 
conference O, soient menses deux droites qui coupent 
cette circonfference en A et B, G et D; le produit des 
segments PA et PB est 6gal au produit des seg- 
ments PC et PD (fig. 142 et 143). 

La demonstration qui suit s'applique aux deux cas de 
figure possibles suivant que le point P est int6rieur ou 
ext6rieur k la circonf^rence. 
Menons les cordes BC el AD ; les deux triangles PAD, 

PBG sont semblables 
^ comme ayant deux 

Angles 6gaux chacun 
k chacun (163), sa- 
voir : les angles APD, 
BPG 6gaux comme 
opposes par le som- 
met ou comme co'in- 
cidants suivant le cas 
de figure consid^re, 
et les angles BAD, 
BCD 6gaux comme angles inscrits ayant tous deux pour 
mesure la moiti6 de Tare BD. Les c6t6s homologues 
etant ceux qui sont opposes aux angles 6gaux, on a la 
proportion : 

PA_Pp 

PG~"PB' 

d'oti I'on d^duit r6galit6 

PAxPB=PGxPD, c. q. f. d. 





LES LIGNES PROPORTIONNELLES. 143 

175. — Le produitPAxPB reste constant, d'aprfesle 
th6orfeme pr6c6dent, lorsque la droite PAB tourne aulour 
du point P. II est facile de calculer sa valeur quand on 
connait le rayon R de la circonf^rence et la distance PO 
du point P an centre. Menons, en effet, le diam^lre PO 
qui coupe la circonKrence en E et F. D'aprfes le th^or^me, 
on a : 

PAxPB=rPExPF; 

or 1® si P est int^rieur au cercle [fig. i42), on a : 
PE=R + OP, PF = R— OP 

et par suite : 

PAxPB=PExPF = (R-f OP)x(R — OP) 

=R« — 0P^(173). 

2® Si P est ext^rieur au cercle, on a : 

PE=OP + R, PF=OP--R, 

et par suite : 

PAxPB = PE><PF = (OP-f R)X(0P— R) 

= 0P* — RM173). 

176. — R6ciproquement, si deux droites AB, CD se 
coupent en un point P tel que les segments PA, PB d'une 
part et PC, PD d'autre part soient en mSme temps addi- 
tifs ou soustractifsy et si Von a PAXPB=PG><PD, les 
quatre points A, B, C, D sont sur une m4me circonfd- 
rence. 

En effet, les deux triangles PBG, PAD ont les angles 
en P ^gaux, soit comme coincidants, soit comme oppos6s 
par le sommet, d'aprfes la disposition des points donn6s ; 
en outre, de r6galit6 PAxPB=PG XPD, on d6duit : 

PA_PD 

pg~"pb' 

de sorle que les deux triangles PAD, PBG sont semblables 
comme ayant un angle ^gal compris entre deux c6l6s 

ANDOTER. — G^OMETRIE. 7 
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proporlionnels (105); par suite, les angles BAD, BCD 
oppos6s aux c6l6s homologues PD, PB sont 6gaux, d'ou 
Ton conclul quele quadrUatfere ABGD est inscriptible (127). 

THlfiOR^ME XIV 

177. — Si d^un point P ext6rieur & ane circonf6- 
rence, on m6ne nne tangente PA qui touche en A 
cette circonf6rence, et une s6cante qui la coupe 
en B et G, la ligne PA est moyenne proportionnelle 
entre les lignes PB et PC {fig. 144). 

En d'autres termes, la tangente est moyenne propor- 

tionnelle entre la s6cante entifere et sa 
partie ext6rieure, et Ton a T^galit^ 

s. pa'=pbxpg. 



T 



\ \ Les deux triangles PAB, PAG sont 

\ 1 semblables comme ayant deux angles 

V ^\/ ^o^"x chacun h chacun (163), savoir : 

x^ _^ Tangle en P coramun, les angles PAB, 

Fig. 144. PGA 6gaux comme ayant tons deux 

par mesure la moiti6 de Tare AB com- 

pris entre leurs c6t6s (120, 121). Par suite, on a la 

proportion 

PB_PA 
PA~"PG' 

d'oti Ton d^duit : 

PA^=PBXPG, e.g. f. d. 

Remarque. — Si R est le rayon de la circonKrence, 
on a (175) : 

Pr=PBxPG = OP'— R«. 

178. — R^ciproquement, sisur un cdtid'un angled on 
prend un point A, et sur I'autre cdti deux points B e< C 
iels ^MePA' = PBXPG, la circonf^rence qui passe par 
ces trois points est tangente en A au cdt(^ PA. 
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En effet, de T^galil^ PA' = PBxPG, on tire 

PB PA 

pj = ppr et pap suite les deux triangles PAB, PAG sont 

semblables comme ayant un angle commun P compris 
entre deux cot^s proporlionnels (165); il en r^sulte que 
les angles PAB, PGA sont egaux, et par suite que la cir- 
conf^rence passant par les trois points A, B, G est tan- 
gente en A i PA, d'aprfes la construction connue du seg- 
ment capable d'un angle donn6 construit sur une droite 
donu^e (146). 



EXERCIGES 

1. — Dans un cercle dont le rayon est 17 metres, un 
point P est a une distance du centre 6gale a 8 metres; quelle 
est la longueur de la corde menee par le point P perpendiculai- 
rement a PO? 

Rcponse, — 30 metres. 

2. — Dans un cercle O dont le rayon est 6™, 80 on mene une 
corde dont la longueur est 12 metres; quelle est la distance de 
cette corde au centre? 

Riponse. — 3"*,20. 

3. — Dans un cercle, on a trace une corde de 112 metres a 
une distance du centre 6gale a 33 m^res; quel est le rayon du 
cercle? 

HSponse, — 65 metres. 

4. — On donne un cercle de 24 metres de rayon, et un point 
dont la distance au centre est 74 metres; quelle est la longueur 
de la tangente men6e de ce point au cercle? 

R4ponse. — 70 m6tres. 

5. — A un cercle de 28 metres de rayon on mene une tan- 
gente dont la longueur est 96 metres; quelle est la distance de 
rextr6mit6 de cette tangente au centre? 

R^ponse, — 100 metres. 

6. — Un point P est a une distance de 1"*,45 du centre d*un 
cercle; la tangente menee de ce point au cercle a une longueur 
de 1^,44; quel est le rayon du cercle? 

R4ponse, — O'^jH. 

7. — Un point P est a une distance de 13^,60 du centre 
d'un cercle de rayon 6™, 40; par ce point on mene une secanto 
dont la partie exterieure est 8 metres; quelle est la longueur 
de la corde interceptee sur cette s6cante par le cercle? 

Reponse. — 10 metres. 
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Quelle est la distance de cette corde au centre? 
Riponse, — 3°*, 99.... 

8. — Sur cette corde on prend un point a une distance du 
point P egale a 10 metres; quelle est la distance de ce point 
au centre? .; 

Beponse. — 4°*, 99.... 

9. — Si un segment AB est divis6 dans le m6me rapport par 
les deux points G et D, et si est le .milieu de AB, on a 

0A*=0GX0D. En d6duire que tout cercle passant par les 
poinls G et D est coup6 squs un angle droit par le cercle decrit 
sur AB commo diametre. — Reciproque. 

10. — Solent deux circonferenues 0, 0' et OA, O'A' deux 
rayons paralleles do mdrae sens (ou de sens contraire); la 
droite AA' rencontre 00' en un point lixe S appele centre de 
similitude exlerne (ou interne) et les circonferences et 0' 
en B et B'. Demontrer que les produits SA X SB' et SA' X SB 
ont une m6me valeur flxe quand la droite AA' varie. 

11. — Les deux centres de similitude de deux circonfe- 
rences 0, 0' partagent le segment 00' dans le rapport des 
rayons. En dMuire que les trois centres de similitude externes 
de trois circonferences prises deux a deux sont en ligne droite; 
11 en est de mSme de deux centres de similitude internes et d*un 
centre de similitude externe (Exercice 15, § 2). Qu'arrive-t-il si 
on considere les trois centres de similitude internes ou deux 
centres de similitude externes et un centre de similitude interne? 

12. — Si une circonf6rence variable M touche deux circonfe- 
rences donnees et 0' en des points A, A', la droite AA' passe 
par Tun des centres de similitude S de et 0', et le pro- 
duit SA X SA' reste constant. 

13. — Si une circonf6rence variable M touche une circonf^- 
rence et une droite D en des points A et B, la droite AB 
passe par Tune des extr6mit6s S du diametre du cercle per- 
pcndiculaire a D, et le produit SA X SB reste constant. 

14. — On donne une droite D et un point fixe P; on joint P 
k un point quelconque A de D et on prend sur PA un point Q, 
tel que le produit PA X PQ ait une valeur constante donn^e. 
Quel est le lieu geometrique du point Q? 

i'\ — M6me question en remplajant la droite D par une cir- 
conference 0. Gas oil le point P est sur la circonf6rence. 

16. — Soit une circonference et une s6cante variable pas- 
sant par un point fixe P et coupant la circonference en A et B ; 
si A' et B' sont les sym6triques de A et B par rapport au dia- 
metre OP coupant la circonference en G et D, les droites AB' 
et BA' se coupent en un point dc ce diametre qui divise GD dans 
le m^me rapport que le point P. 

17. — Gardant les donnees pr§c6dente3, soit Q le point qui 
divise la corde AB dans le m6me rapport que le point P et M le 
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milieu de AB; d^montrer que le produit PM X PQ est 6gal au 
produit constant PA X PB- 

18. — Gardant les donn^es prec6dentes, quel estle lieu geo- 
metrique du point Q? Lo trouver directement at le deduire 
aussi de celui de M en utilisant la propriety pr6c6dente et 
Texercice 15. — Le lieu passe par les points de contact des 
tangentes menses de P a la circonf^rence, quand ces tangentes 
existent, 

19. — Gardant les donnees precMentes et supposant le 
point P ext^rieur a la circonference, les tangentes en A et B se 
coupent en un point R dont le lieu g^ometrique coincide avec 
celui de Q. 

20. — Gardant les donnees precedenles, soit PA'B' une 
seconde s^cante variable passant par P; les droites AA' et BB' 
se coupent en un point 8; les droites AB' et BA' se coupent ea 
un point T. Le lieu geom^trique des points 8 et T coincide avec 
celui des points Q et R. 



g 4. — Les relations m^triqaes entre les diffferentes 

lignes d*un triangle. 

179. — On appelle projection d'un point A sur une 
droile ind6flnie X'X le pied A' de 
ia perpendiculaire abaiss6e de ce 



point sur cetle droile [fig, 145). 

On appelle projection d'un seg- 
ment AB sur une droile ind6finie X'X 



X' A' B' 

le segment A'B' qui a pour extr6- Fig. 145. 

mil6s les projections des extr^mil^s 

du ^gment donn6 sur la droile donn6e. 



Tfl^ORfeME XV 

180. — Si du sommet A de I'angle droit d*an 
triangle rectangle ABC, on abaisse AD perpendicu- 
laire sur rhypot^nuse BG : 

1^ La perpendiculaire AD est moyenne propor- 
tionnelle entre les deux segments BD, CD qu'elle 
determine sur Thypot^nuse ; 

2<^ Ghaque c6t6 de Tangle droit est moyen proper- 



sur 




Fig. 146. 
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tionnel entre Thypot^nuse et sa projection 
rhypot^nuse (fig. 146). 

Les triangles ABD el AGD sont tous deux semblables 

au triangle ABC comme trian- 
gles rectangles ayant un angle 
aigu commun (1G4), et par suite 
sont semblables entre eux ; pour 
plus de clart^, les angles aigus 
6gaux sont marques sur la fi- 
gure par un m6me signe. 
1® La similitude des triangles ABD, AGD donne, en 
^crivant que les c6t6s opposes aux angles aigus 6gaux 
sont proportionnels : 

BD__AD 

AD ""CD' 
d'oti Ton tire : 

AD'^ = BDxCD; 

AD est done moyenne proportionnelle entre BD et CD, 
c. q. f. d. 

2° La similitude des triangles ABC, ABD donne de 
m^me : 

BG AB 

AB ~BD' 



d'oii Ton tire 



AB^ = BCXBD; 



AB est done moyenne proportionnelle entre I'hypot^- 

nuse BG et sa projection BD sur-rhy- 
pot^nuse, c. q. f. d. 

On raisonnerait de mftme pour le 
c6le AC. 

181. CoroUaires. — 1® La per- 
pendiculaire AD abaissde d'un point A 
d'une circonference sur un diameire 
quelconque BG est moyenne propor^ 

tionnelle entre les deux segments BD, CD qu'elle d^ter- 

mine sur ce diametre [fig, 447). Car le triangle ABC est 

rectangle en A (122). 




Fig. 147. 
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2** Une corde AB (Tune cir conference est moyenne pro- 
portionnelle entre le diamitre BG qui passe par une de ses 
extrdmit^s B et sa projection BD sur ce diamitre {fig, 147). 

Car le triangle ABC est rectangle en A. 

Th^oreme XVI 

182. — Le carr6 de Thypot^nase BG d'un triangle 
rectangle ABC est 6gal & la somme des carrds des 
deux e6t6s de Tangle droit {fig. 146). 

En effet, d'aprfes le tWor^me pr^c^dent, on a : 

Xb*=bgxbd 

AC^ = BGXCD; 

ajoutons ces deux 6galit6s membre h membre, il vient : 

AB^ + AG^ = BGXBD + BGXGD 
= (BD + GD)XBG. 

Or BD + GD = BG ; done : 

AB^ + AG^=BGXBG = BG^ c. q. f. d. 

183. — Les th^orfemes qui pr6cMent permettent, 
lorsque Ton connait deux des six lignes BG, AG, AB, BD, 
GD, AD d'un triangle rectangle, de calculer les quatre 
aulres; faisant en effet BG = a,AG=6, AB = c, BD=6', 
GD = c\ AD = A, on a les 6galit6s : 

a« = ^« + c» 
b^ = ac' 
c^ = ab' 
h^ = b'c' 

que Ton peut ensuite combiner de bien des faQons diff^- 
rentes. 

Exemple. — 1° Soient ^ = 4, c=3 (Funit^ restant 
arbitraire), on aura : 

a2 = 4« + 3«=16 + 9==25, d*otia=:5; 
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,, c» 3' 9 , „ , 6' 4* 16 „„ 
6' = - = -^=g=l,8; C = ~=g=^ = 3,2; 

/,« = A'c' =^1,8x3,2 = 5,76, d'o&A=2,4- 
On peut d'aiUeurs remarquer que, k cause des valeurs 
de i' el tie c*, on a : 

be 



2° Soieiita=i3, c=S; ODaura : 
fi'=13* — 5' = I69— 23 = 144, d'oiift=12; 
^, 25 , 144 ^ 60 
*=13'^=TT'*=13- 

3" Soil * = c, c'est-i-dire que le triangle reclangle est 
isoc&ie, comme ceux qui sont d^termin^s dans un carr^ 
par une diagonale. On aura : 

a»=2A',d'otia = V2 

i° Soit a ^ 2c, c'est-i-dire que le triangle rectangle a 
son hypolSnuse double de I'un des c6t6s de Tangle droil, 
comme ceux qui sont d^termin^s dans un triangle 4qui- 
kliiral par une hauteur. On ajra : 

, '^V ■ a\ J. ^ ., 3a' 

o* = a' — -7- Ipuisque c=:sj, aoab* = -^ 



et6 = 2V^; 
a , 3a ^ 

THgoaiHE XVn 



iV^- 



1 



1B4. — Le carr6 d'un c6t6 AC d'nn triangle ABC 
oppose & na angle aigu B, est 6gal & la somme des 
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carr6s des deux autres c6t6s, diminn^e dn double 
produit de Tun de ces c6t^s, BG, par la projec- 
tion BD de Pautre sur Ini (fig. 148 et 149). 

La demonstration suivante s'applique dans les deux cas 
de figure possible, suivant que D est sur le segment BG 
lui-m6me ou sur son prolongemenl. 

A 




Fig. 148. Fig. 149. 

Le triangle rectangle AGD nous donne : 

ag'=aP+gd'; 

le triangle rectangle ABD donne aussi : 

AD* = AB^ — BD^ 

d'autre part CD est 6gale k la difference BG — BD ou i la 
difference BD — BG suivant le cas dans lequel on se 
trouve; done dans tons les cas, on aura (173) : 

GD^ = BD^ + BG* - 2BG X BD. 

Ajoutant les valeurs de AD^ et de GD^, et supprimant 

les termes +BD' et — BD* qui se detruisent, il vient 
finalement : 

AG* = AB* + BG* — 2BGXBD, c. q. f. d. 

Remarque. — On voit ais^ment que le th^orfeme 
subsiste si Tangle G que nous avons suppose aigu ou 
obtus devient droit. 

TnifiOR^ME XVni 

185. — Le carr6 d^un c6t6 AG d^un triangle ABC 
opposd k un angle obtus B est 6gal k la somme des 

7. 
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carr6s des deux autres c6tes, augxnent^e du double 
produit de Tun de ces c6t6s, BG, par la projec- 
tion BD de Tautre sur lui (fig. 150). 

Le triangle rectangle ACD donne : 

A le triangle rectangle ABD donne aussi : 

AD^ == AB ^ — BD^ ; 
d' autre part CD est egale h. la somme 
^ ** ^ BC + BD, 

Fig. 150. ' 

de sorte que (173) : 
CD^ = BD^ + BG V 2BC X BD. 

Ajoutant les valeurs de AD^ et de CD^, et supprimant 

les termes +BD et — BD" qui se d^truisent, il vient 
finaleinent : 

AG^=AB^+BG^ + 2BCXBD, c. q. f. d. 

186. — Les deux th^or^mes precedents et le thte^me 
du n'* 182 nous montrent que : dans un triangle, le carrd 
d'un c6U est sup^rieur, ^gal ou inf&rieur a la somme 
des Carres des deux autres cdt^s, suivant que U angle 
oppose est obtus, droit ou aigu, 

Les r^ciproques sont vraies (39). 

187. — Les theoremes precedents vont nous permeltre de 
r^soudre un grand nombre de questions relatives au triangle. 
Dans toutes ces questions, si ABC est le triangle, nous ferons 
BG = a, AG= bj AB = c, et en designant par p le demi-peri- 
melre, nous aureus : 

a + b + c=:2p, 

d'oii Ton tire en retranchant 2a aux deux membres : 

6 + c — a = 2p — 2a = 2(p — a), 
et de mSme : 

a + c — b = 2(p — b) 
a + 6 — c=2(p — c). 
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Calculons d'abord les hauteurs h, h\ h" issues des som- 
mets A, B, G ea fooction des trois cotes 

du triangle. II sufflt de calculer AD = /i ^v 

(fig. 151) : la formule obtenue donnera /\ 

K et h' qh modifiant convenablement les / j 

notations. B ^ '^ 

L'un des deux angles B et C est tou- pjg^ 15^^ 
jours aigu : supposons que ce soit Tangle 
B; on a d'abord dans le triangle rectangle ABD : 

;i« = c« — BD% 

ou d'apres le lemme du n<> 173 : 

;i« = (c + BD)(c — BD). 

D'ailleurs on a (184) : 

fe«=a«H-c«— 2a.BD, 
d'oii Ton tire 

2a 
de sorte que : 

"* = (" + Ta ) ('' 25—) 

_ (lac J^a^ + c^ — b^) [lac — ai-^c* + &«) 

Usant encore du m6ine lemme (173), on pent 6crire ; 

"' " 4a« 

ja + c-hb) (a-i-c — b) (b + a — c) (b — a+c) 
~ 4a« 

Remplagant les facteurs du num^rateur par leurs expressions 
donn^es plus haut, il vient : 

^, _ 2p X 2(p — b)X 2(p — c) X 2(p~ g) 

_ 4p (p — a) (p — h) (p — c) ^ 
~ a* ' 

posant, pour abreger Tecriture : 

S = v/p(p-a)(p~-6)(p — ^, 



il vie at flnalismsDl i 



Les aegmeots dSiermings par cliaque hauteur sur U 
correaponiiaots so calciileront facilemeut comme nou; 
calculi BD plus haul. 

Exempk. — Soient a = i5, b^li, c= IZ; 
ici a+6 + c=42, d'oii p = 21, p — a = B, p- 



8 = 1/21 X6X7X8 



Comme et 



- = -^- = 12,92... 



a> = 225, 6* = 196, c' = 169. 
L fles Iroia angles du triaugle itant aigus d'aprts le 



appelant AD, BD', CD" les 
= 6,1 



2X15 

10C+ 169- 



2X14 "■ 

._„_ 196+169 — 225 _ 



2X15 

225 + 196 — : 
2X14 

- = 5,38...; 



2X13 
- Gherchons maintenant 



' 13 



= 7.61 




formule pour calouler le 
R du cercie circooscrlt a un trian- 
gle. Soit (fig. 152) AG le diam^tre du 
cercie circonsorit qui passe par le som- 
met A, el AD la hauteur issue de ce som- 
met; les deux triangles ABG, ADC sent 
rectangles en B et D, puiaque Tangle ABG 
ost inscrit dans uno demi-circonffirence; 
en oulre. ila oat lee angles en G et en G 
£gau:(. oommo inscriLa daas ua mdme 
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segment AGB; ils sont par suite semblables (164), et Ton a : 

AG_AB 
AG "" AD* 
ou AGXAD = ABXAG; 

ce que nous ecrivons avec les notations introduites plus haul : 

2R X A = be, 



d'ou 






28 



comme Ton a A = — , ii vient finalement : 

a 

^— 48- 

Exemple. — Gardant les donnas numSriqnes employees plus 
haut, on a : 

15XJ4><J3 _ 65 _ 

189. — Le th^or^me suivant nous donnera le moyen decal- 
culer les trois m^dianes m, m', m" issues des trois som- 
mets A, B, G d*un triangle ABG. 



Th^oremb XIX 

La somme des carres de deux cdt^s AB, AC d'un 
triangle est 6gale au double du carre de la mediane AM 
relative au troisi6me c6t6 BC augmente du double du 
carr6 de la moiti6 de ce troisi^me cdte {fig. 153). 

Des deux angles AMB, AMG, Tun est aigu et Tautre obtus; 
supposons Tangle AMB aigu et soit 
AD la hauteur issue de A. 

Les th^oremes des n<>" 184 et 185 
donnent : 

AB' = am* + BM* — 2BM X DM 
AG' = am' + GM' + 2GM X DM. 

Ajoutant ces deux egalit^s membre 
a membre et remarquant que GM = BM, il vient : 

AB' + AG' = 2AM' + 2BM', c. q. f. d. 

Remarque. — Le tli^oreme subsiste si les deux angles 
en M sont droits. 
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Eq retranchant membre a mernbre les deux egalites precd- 
dentes, on obtiendrait de mdme : 

AG' — AB* = 4BM X DM 
= 2BG X DM, 

do sorts que Ton peut enoncer la proposition suivanto : 
La difference des carris de deux coUs AG, AB d'un triangle 

ABG est egale au double produit du troisibme cdti BG par la 

projection DM de la midiane correspondante sur ce mime c6U. 
190. — Si, comme nous l*avons dit, on fait AM = m, on peut 

6crire : 

d'ou Ton tire : 



m 



= S^'-^-^-^=\\/W+c^)-a^. 



On aurait des formules analogues pour calculer m' et w". 
Exemple. — Gardant les donnees num6riques employees plus 
haul, on a : 

m = 2^*(*96 + ^ 69) — 225 = 2 V/505 = 1 1,23... 

^=2 V^^(-25 + 169) — 196 = \/m = 12,16... 

» 1 / 1 / — 

m" = ^ V^2(225.+ 196) — 169 = ^ V673 = 12,97... 

191. — On peut encore d6duire des deux propositions qui 
precedent les deux corollaires suivants, que le lecteur demon - 
trera ais^ment : 

\^ Le lieu g4om6irique des points dont la somme des carris 
des distances d deux points fixes BetC est constante et igale a L* 
est une circonf4rence ayant pour centre le 7nilieu M de BG et 
pour rayon 



v?- 



L» BG' 

2 4 



2° Le lieu giomHrique des points M dont la difference des 

Carres des distances MB*» MG* d, deux points fixes B et C est 

constante et egale a L^ est une droite perpcndiculaire a BG, 

dont le pied est plus rapprochS de G qw de B et dont la distance 

L* 
au milieu M de BG est-;-^p;* 
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EXERCICES 

N,^B, — Dans un triangle ABC, les coles BC, GA, AB seront 
toujours desig nes par q. &. c; le perim etre par 2p et la quan- 

tite auxiiiaire ^p'^j^ — a) (p — h){p — c) par S ; les hauteurs AP, 
BQ, GR seront appel6es /i, K , h"; leur point de rencontre 
seraH; les medianes AL, BM, GN seront appelees m, m\ m" ; 
l^r point de rencontre sera G ; les bissectrices int6rieures AD, 
BE, GF seront appel6es f, f\ f", et les bissectrices exte- 
rieures AD', BE', GB" seront g, g', g" ; le centre du cercle 
inscrit sera I, et les centres des cercles exinscrits dans les 
angles A, B, G seront T, 1", 1'"; le centre du cercle circonscrit 
sera 0, et son rayon R; les rayons du cercle inscrit et des 
cercles exinscrits seront r, r', r'\ r'" ; enfin les distances du 
centre O du cercle circonscrit aux c6tes a, 6, c seront 8, 6' 6". 
Si le triangle est rectangle, A sera toujours le sommet de 
Tangle droit et a designera par suite I'bypotenuse. 

1. — Galculer los cdtes d'un triangle rectangle, sachant 
que AP= ^ = 6"*, BP = 5"^. 

R^ponse. — a = 12"*, 2; 6 = 9",37...; c=7",81... 

2. — Dans un triangle rectangle, calculer a et b, sachant que 
c = 7^, h = 4™. 

Reponse. — a==8™,52...; &=4™,87. . 

3. — Dans un triangle rectangle, calculer a et b, sachant que 
c = 7"», BP=3». 

Reponse, — a= 16°^,33... ; fc = !4"»,75... 

4. — Dans un triangle rectangle, calculer b et c, sachant 
que a = 49^, BP = 9°^. 

RSponse. — & = 44™,27...; c = 21™. 

5. — Galculer les hauteurs et les segments d^teimines sur les 
cotes par les pieds des hauteurs dans un triangle, sachant que 
a=3°»,55; 6 = 3™,23; c=2°',92. 

Rdponse. — h = 2"',b0.,.; /i' = 2™.74... ; /i" = 3"^.04... 

BP=1"»,50... GP = 2°^,04... BR=1^,83... AR= 1"»,08... 

AQ = 0°»,98... CQ = 2"»,24... 

6. — Dans le m^me triangle, calculer le rayon du cercle cir- 
conscrit. 

Reponse,— R=l°»,88... 
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7. — Dans le m^me triangle, calculer les medianes. 
i?^pon5e. — m = 2™, 51... w' = 2™,82... m"=3™,06... 

8. — Dans un triangle ABG, calculer les distances S, 6', S" et 

les segments AH, BH, GH. — Application aux donn6es pr^ce- 

dentcs. 

a} 
(Le triangle OLB donne 8* = R* — j- ; remplafant R par sa 

valeur et 16S* par Texpression identique : 

26«c« + 2c«a« + 2a«fc« — a* — 6* — c*, 

on trouve facilement : 

^ _ . a(&« + c« — fl« ) _ . 6> + c« — a« 
^-"^ 8S -=*= 4S ' 

ou Ton prendra le signe + ou le signe — , suivant que Tangle A 
est aigu ou obtus. 

On trouve cette formule immMiatement, en remarquant 
d'abord que AH est double de 8, et ensuite que les quadrilateres 
inscriptibles GPHQ, BPHR donnent (174) : 

AHxA = AQX& = ARXc=:i= — ^^ 

d*apres la formule qui donne AQ ou AR.) 
R^ponse. — 

AH RH CH 

6 = ^ = 0».63..., 8' = -^=0™97..., 8" = — = l".19... 

9. — Galculer les bissectrices int6rieures ou ext^rieures d'un 
triangle. — Application aux donn^es prec6dentes. 

(Le triangle ABD donne : 

/I = c> + 55* — 2BD X BP. 

On connait BD et BP, et apr§s reduction on trouve : 



On trouve de m6me pour les bissectrices extdrieures : 
9 = 



^ ^bcip-^bjip — c). 



b'-c 
en supposant b > c.) 

Hdponse. — /'=2"^,50... ; /" = 2"'»78... ; r= 3™,05...; 
^ = 35°»,03...; p'=16»,18...;^" = 30°»,7l... 
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10. — Galculer les segments determines sur les bissectrices 
d'un triangle par les centres des cercles inscrit et exinscrits. 
— Application aux donn6es pr6c6dentes. 

(En appliquant le th^oreme de la bissectrice, on a immediate- 
ment : 



AT_ /g ,,4 / Mp — g) .Tr._ ^ / bc(p — g) ^ 

Ar=i/:S;rD=^i/I^; 

VP — fl h + cyp — a^ 



Al" = i/^^^ ; I"D' = ^ v/^^^ ; 

V p — c * b — c\ p — c * ' 

Riponse,-- AI=1"»,58...; ID = 0".9i...; AI' = 5".93...; 

rD=3»42...; 

— Al"=3«»,35...; rD'=38»,b8...; Ar'=2»,81...; 

r'D' = 32»21...; 

— Bl=l°^,86...; 1E=0»92...; BI" = 5» 57... •, 

rE = 2»78...; 

— Br = 2»,64...; rE'=13»,54...;Br = 3»92...; 

rE' = 20» 11...; 

— GI = 2™,13...: IP = 0»92...; Gr' = 5"^,36... ; 

I"'F = 2»31...; 

— Gr = 3»77...; rF' = 34»48...; Gr=3»03...; 

I"F' = 27»,68... 

1 1. — Galculer les rayons des cercles inscrit et exinscrits a un 
triangle, — Application aux donn6es pr^c^dentes. 
(Si le cercle inscrit touche le c6t 6 AB en H on a : 

r« = AI* — AH* ; 

or, on salt que AH = p — a; on en d6duit la valeur de r en se 
servant de la valeur de AI trouv^e dans I'exercice precedent ; 
on trouve : 

r = -.etdemdme r = ,r = : , r = •) 

p p — a p—h p-^c- 1 

mponse. — r=0"*,91...; r' = 3™,4l...; r" = 2™,74....- 
r'" = 2»,30... 
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12. — D6montrer en se servant des formulas obtenues pr6- 
c^demment et v6i'ifier les egalites : 

r' + r" + r'" = 4R + r 

• ' ^^^ r + r" + r-^r' 

4 

(Dans la derniere formule on prend le signe + ou le signe — , 
suivant que Tangle A est aigu ou obtus.) 

13. — Dans un triangle, calculer les distances du centre du 
cercle circonscrit aux centres des cercles inscrit et exinscrits. 
— Application aux donn^es pr6c6dentes. 

(On d^montrera, soit directement, soit en employant les for- 
mules obtenues plus haut, et remarquant que Ton a : 



IO* = (r-.5)2+(|-BKy 



K 6tant le point de contact du cercle I avec le c6te BG, les 
r^sultats suivants : 

10* = R« — 2Rr ; ro* = R* + 2Rr' ; Fo" = R« + 2Rr" ; 

ro' = R> + 2Rr ".) 
R^ponse. — 

lO=0"»,33...; rO = 4™,04...;rO = 3"»,72...;rO = 3«,49... 

14. — Dans un triangle rectangle on a : 

15. — Gonsid^rons un triangle rectangle ; le triangle qui a 
pour c6t6s 6 + c, /i et fl + /i est rectangle. 

16. — Soient r^ et r^ les rayons des cercles inscrits dans les 
triangles ABD, AGD determines dans un triangle rectangle par 
la hauteur AD de Thypotenuse, on a : 

17. — La somme des carrds des cotes d'un quadrilat^re quel- 
conque est 6gale a la somme des carres des diagonales, plus 
quatre fois le carr6 de la droite qui joint les milieux des diago- 
nales. 

18. — Dans un parall^logramme, la somme des carr6s des 
c6tes est ^gale a la somme des carres des diagonales, et r^cipro- 
quement. 

19. — Dans un quadrilatere, la somme des carr6s des diago- 
nales est 6gale a la somme des carr^ des droites qui joignent les 
milieux des c6t6s opposes. 
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20. — Dans un triangle ABC, on a : 

BG' + AC* + AB' = 3(aG* + BG" + GG'). 

21. — Si M est un point quelconque du plan d'an triangle 
ABC, on a : 



MA" + MB" + MG" = AG" + BG" + GG' + 3MG'. 

22. — Quel est le lieu gdom^trique des points dont la somme 
des carr^s des distances aux trois sommets d^uu triangle a une 
valeur constante donn6e? 

23. — Galculerles cotes d*un triangle, connaissant les trois 
m^dianes. Gonstruire le triangle. Applicatioa aux denudes sui- 
vantes : 

m = 5™, ni = 4™, m" = 3™. 
RSponse. — a = 3™, 33... b = 4»»,80... c = 5™.69... 

24. — La somme des carr6s des diagonales d'un trapeze est 
dgale a la somme des carrds des c6t6s non paralleles, plus deux 
fois le produit des bases. 

25. — Dans un trapeze, le rapport de la difTerence des carr6s 
des diagonales k la difference des carrds des cotds non paral- 
leles est dgal au rapport de la somme des bases a leur difTe- 
rence. 

26. — Galculer les diagonales d'un trapeze, connaissant les 
quatre cotes ; construire le trapeze. 

27. — Si un quadrilatere ABGD est inscrit dans une circon- 
ference, le produit des distances d*un point quelconque M de 
cette ligne a deux cdtes opposes du quadrilatere est 6gal au 
produit des distances du m6me point aux deux autres cotes. 

28. — Soit ABGD un quadrilatere convexe; on construitvers 
rintdrieur du quadrilatere un triangle BGE tel que GBE ^ ABD 
etBGE = AbB. Les triangles ABD, BGE sent semblables; 
montrer qu*il en est de mSme des triangles ABE, BGD et en 
deduire la relation : 

AB X GD + AG X BD = BD (AE + EG). 

29. — Deduire de la proposition prec6dente que le produit 
des diagonales d'un quadrilatere convexe est au plus 6gal a la 
somme des produits des c6t68 opposes. Pour quMl y ait 6galitd, 
il faut et il suffit que le quadrilatere soit inscriptible. 

30. — Dans un quadrilatere convexe inscriptible, le rapport 
des diagonales est egal au rapport de la somme des produits 
des cotes qui aboutissent aux extremitds de la premiere diago- 
nale a la somme des produits des cotes qui aboutissent aux 
extr6miles de la seconde. (Prenant un arc AD' 4gal a Tare GD 
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et un arc DA' 6gal a Tare AB, on appliquera la proposition de 
I'exercice precedent aux quadrilateres GBAD', BGDA'.) 

31. — Galculer les diagonales d'un quadrilatere inscriptible, 
connaissant les quatre cotes. 

Application, — Les cotes successifs ont des longueurs 
de 60°^, 25"».. 39°», 52"». 
lieponse. — Les longueurs des diagonales sont 56™ et 65™. 

32. — Le rayoQ du cercle circonscrit a un quadrilatere con- 
vexe inscriptible dont les cotes successifs sont a, b, c, d est 
donne par la formule : 

^^ jab + cd) {ac + bd) {ad + be) ^ 

~"{&+c+rf— a) {a-i-c+d-b) [a+b-^d—c) {a+b+c—df 

(On calculera une diagonale, puis le rayon du cercle circon- 
scrit au triangle ainsi forme.) — Application aux donates pr6- 
cedentes. 

R^ponse, — R=32",50. 

33. — Etant donn^es deux circonferences et O', quel est 
le lieu geom^trique des points M exterieurs ou int^rieurs a la 
fois aux deux circonferences, tels que si on mene par M une 
s6cante quelconque coupant les circonferences respectivement 
en A et B, A' et B', les produits MA X MB et MA' X MB' soient 
egaux ? 

Le lieu est une ligne droite qui passe par les points communs 
aux deux circonferences. 

34. — Si on considere les trois lignes droites lieux g6om6- 
triques des points jouissant de la propri6t6 6nonc6e dans Texer- 
cice precedent par rapport a trois circonferences prises deux a 
deux, ces trois droites sont concourantes ou paralleles. 

35. — Les cordes communes a un cercle donn6 et a tons les 
cercles que Ton pent mener par deux points donn6s passent par 
un point fixe. 

36. — Quel est le lieu geometrique des points d*oii Ton peut 
mener des tangentes egales a deux circonferences donn^es? 

37. — On dit que deux circonferences sont orthogonales 
lorsqu*elles se coupent sous un angle droit ; demontrer que la 
condition n^cessaire et suffisante pour que deux circonferences 
soient orthogonales est : 

en appelant la distance des centres, R et R' les rayons. 

. 38. — Quel est le lieu geometrique des centres des circonfe- 
rences orthogonales a deux circonferences donn^es? 

39. — Soit ABGD un quadrilatere convexe; E le point de 
rencontre des cotes opposes AB, GD; B* le point de rencontre 
des cotes opposes AD, BG. Les points de concours des hauteurs 
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des quatre triangles formes par les cot^s du quadrilat^re pris 
trois a trois sont sur une mfime ligue droite perpendiculaire a 
la droite qui joint les milieux des segments AG, BD, EF. (On 
fera voir que ces points appartiennent aux lieux geometriques 
defiiiis dans I'exercice 33 relatifs aux trois circonferences de- 
crites sur AG, BD, EF comme diametres, prises deux a deux.) 

§ 5. — Probl^mes et constructions graphiques. 



Probleme I 

192. --^ Partager une droite donn^e L en parties 
proportionnelles & des droites donn^es M, N, P, Q 
ou & des nombres donnas m, n, p, q, 

Le deuxifeme cas se ramfene imm^dialement au pre- 
mier : si, en effet, il faut partager L en parties propor- 
tionnelles aux nombres m, n, p, y, on prendra des lon- 
gueurs M, N, P, Q mesurees avec une unit6 arbitraire 
par les nombres m, n, jo, ^ et on sera ramen6 k partager 
L en parties proportionnelles h ces longueurs. 

Soit AB la ligne donn6e L {fig, 154). Parle point A 
menons une droite quelconque AX, et sur cette droite 
portons des longueurs cons^cutives AG, CD, DE, EF 
^gales respectivement aux lignes donn^es M, N, P, Q ; 




p 9 R B 

Fig. 151. 




B 



A P 9 T\ 
Fig. 155. 

menons BF, et les parallMes CP, DQ, ER ^ BF qui 
coupent AB en P, Q, R. On a (156) : 

AP_PQ_QR_RB. 
AG"~GD~"DE~"EF* 

les segments AP, PQ, QR, RB r^pondent done h la ques- 
tion. 



166 LIVRE III. 

Gn p*ut encore employer la conslruclion suivanle. Suf 
une parall^e quelconque X'X k AB {fig. 155), porlons des 
longueurs cons6culives CD, DE, EF, FG ^gales respecli- 
vemenl aux lignes donn^es M, N, P, Q. Les droiles AG 
et BG se coupent en 0; les droites OD, OE, OF coupent 
AB en P, Q, R et I'on a (167) : 

AP_PQ^QR^RB. 
CD~DE""EF~"FG' . 

les segments AP, PQ, QR, RB r^pondent done h la ques- 
tion. 

193. — Si en particulier on veut diviser une droile en 
un certain nombre de parties 6gales, quatre par exemple, 
on appliquera Tune quelconque de ces constructions, en 
supposant les lignes M, N, P, Q 6gales entre elles, leur 

longueur commune restant d'ail- 
leurs arbilraire. 

194. — Si Ton veut determiner • 
les deux points P et Q qui parta- 
gent le segment AB dans le rap- 
port de deux lignes donn^es M - 
et N, on m^nera par A une droite 
quelconque AX (fig, 156) sur laquelle on portera AG 6gale 
h M, puis de part et d'autre de G, GD et CD' 6gales k N ; 

on m^nera ensuite BD et BD' ; 

/\ les parallMes menses par le 

/ l\ point G h ces deux droites cou- 

/ I \ peront AB aux deux points P 

/\v^ I \ et Q cherch6s. 

—^ ^^^P.},^ On obtiendrait facilement 

/ Tx^^^^x ^^^ seconde construction en 

—^ ! ^^ ^"^ — se servant, comme plus haut. 

Fig. 157. d'une parallMe k AB ; elle 

est suffisamment indiqu^e 
par la figure 157, ot Ton a : 

GD=M, DE = DE' = N. 
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PROBlilME II 

195. — Gonstruire la quatri^me proportionnelle & 
trois longueurs donn^es M, N, P. 

En d*aulres lermes, il faut trouver une longueur x 

111 ^ P 

telle que -i^^"* 

Suf Fun des c6l6s d'un angle A {fig, 158), portonsdeux 
longueurs AB, BG ^gales respeclivement k M et N ; sur 
Taulre c6t6 porlons une longueur AD 6gale k P ; la droite 
GE parall^le h BD coupe AD en E, et Ton a (153) : 

AB_Ap. 
BG""DE * 

DE est done la quatrifeme proportionnelle cherch^e. 

Les propri^t^s du triangle coup6 par une parall^e h 
Tun des c6t6s permettent 6videmment de modifier cette 
construction de bien des fagons. 

Si les longueurs N et P sont 6gales, 
DE est la trbisi^me proportionnelle 
^ M et N : les propri6t6s du triangle 
rectangle fourniraient pour la con- 
struction d'une troisi^me proportion- 
nelle d'autres proc6d6s faciles k retrouver. 

La consideration des lignes proportionnelles dans le 
cercle conduirait encore h. des constructions faciles, et 
qu'il est inutile de d6tailler pour obtenir une quatri^me 
ou une troisi^me proportionnelle : au point de vue gra- 
phique, d*ailleurs, ces demises m^thodes ofifrent peu de 
garantie. 

ProbiJime III 

196. — Gonstruire la moyenne proportionnelle 
entre deux longueurs donn^es M et N. 

Ce probl^me pent 6tre r6solu de diverses fagons : 

i° Portons sur une droite, h la suite Tune de Tautre, 
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Fig. 160. 



deux longueurs AB, BG 6gales respeclivement k M et N 

[fig, d59). D6crivons une demi-cir- 
conKrence sur AG comme diam^lre, 
et soil D le point oti la perpendiculaire 
en B ^ AG coupe cette demi-circonf6- 
rence. BD est la moyenne proporlion- 
nelle cherch6e (181); 
2** Portons sur une droite, et dans le m6me sens, deux 

longueurs AB, AG 6gales respective- 
ment ^ M et N (fig. d60); sur la plus 
grande AG comme diamfetre d6crivons 
une demi-circonf6rence, et soit D le point 
oil la perpendiculaire en B k AG coupe 
cette demi-circonKrence ; AD est la 
moyenne proportionnelle cherch6e (181); 

3° Portons sur une droite, et 
dans le mSme sens, deux longueurs 
AB, AG 6gales respectivement k M 
et N [fig. 161); sur leur diffe- 
rence BG comme corde d^crivons 
une circonKrence quelconque, et 
menons AD tangent e en D k cette 
^^^' *®^' circonf6rence ; AD est la moyenne 

proportionnelle cherch^e (177). 

Au point de vue graphique ce dernier proc6d6 est inK- 
rieur aux pr6c6dents. 

Probleme IV 

197. — Gonstruire sur une droite donn^e A'B' un 
triangle semblable & un triangle donnd ABC (fig. 1C2). 





Fig. 162. 



Soit A'B' le c6t6 homologue du c6t6 AB ; en A' et B' 
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faisoDS des angles ^gaux aux angles A et B ; le triangle 
ainsi form^, A!WG, sera semblableau triangle donn^ABG 
(163). 

PROBiiaiB V 

198. — Gonstrulre sur une droite donn^e A'B' nn 
polygone semblable & un polygone donn6 ABGDE 

{fig, 163). 

Soil A'B' le c6l6 homologue du c6l6 AB. D^composons 
par des diagonales le polygone donn6 en triangles ABC, 
ACD, ADE; conslrui- 
sons sur A'B' un trian- 
gle A'B'C semblable au 
triangle ABC, A'B' et 
AB 6tant homologues ; 
puis sur A'C un trian- 
gle A'C'D' semblable au 
triangle ACD, A'C et 
AC ^lanl homologues ; 
puis sur A'D' un triangle A'D'E' semblable au triangle ADE, 
les c6t^s A'D' et AD 6tant homologues. 

Si on a pris soin, en mtoe temps, que les triangles 
constoitifs A'B'C, A'G'D', A'D'E' soient disposes de la 
m^me fagon que les triangles ABC, ACD, ADE, les deux 
polygones A'B'G'D'F et ABCDE seront semblables 
comme composes d*un m^me nombre de triangles siem- 
blables chacun k chacun et semblablement disposes ; le 
polygone A'B'G'D'E' r^pond done k la question. 

199. — Si Ton demande de conslruire un polygone 
semblable k un polygone donn6 ABCDE, le rapport de si- 
militude 6tant donn^, on ramfenera la question k la pr6- 
c^dente, en choisissant le c6t6 A'B' de telle fagon que le 

A'B' 

rapport -^ soit 6gal au rapport donn^, ce qui demande 

simplement la construction d'une quatri^me proportion- 
nelle. 

ANDOTER. — G^OHETRIB. 8 
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On peut encore opSrep de la fa^n suivante que le lec- 

teur jusliliera ais6menl ; 

Joifinons les sommels du polygene ABCDE k un point 

quelcoiiijiie du plan (fig. 164) ; prenons OA' telle que le 

*5V ■, ^ , 
rapporl -rrr soil egal au r 




id. Par A' menons 



A'B' paiallfele k AB jusqu'i sa rencontre avec OB ; puis 
pai' B' Ni(!Qons B'C parallMe h BG jusqu'k sa rencontre 
avec OC, et ainsi de suite. 

Lo [iDlygone ainsi rorm6 A'B'G'D'E' est aemblable an 
poly),'une donnfi. 

PROBL^HE VI 

200. — Mener nne tangente commune & deux clr- 
conf^rences dann^es O et O' {flg. 165). 




>'.<• piijljlfeme, que nous avons d^ji traits (1*9)« peot 
■(;<"iv '''Ire r^solu de la fa^on suivante : 
t ' Si II I AB une tangente commune ext^rieure qui louche 
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les deux circonKrences et 0' respectivemenl en A el B, 
et qui coupe la ligne des centres 00' en S. Appelons R 
el R' les rayons des deux circonferences, el supposons 
par exemple R>R'. Les deux triangles rectangles AOS, 
BO'S sont semblables comme ayant un angle aigu com- 
muQ el donnent : 

OS_OA OS_R 
O'S^'O'B^^O'S^R'' 

Soienl OP et O'Q deux rayons des deux circonKrences 
paraliyes et de m^me sens ; appelons Sj le point oti PQ 
coupe 00'; les triangles POS^, QO'S^ sont 6videmment 
semblables et donnent : 

OS^_OP_R 
0'Sj~"0'Q~"R'* 

Les points S et S^ divisent done tons les deux 00' dans 
le m^me rapport, el, comme ils sont tons deux en dehors 
du segment 00', ils coincident (152). 

Le point S est done ais6 h d6terminer, ind^pendam- 
ment des langentes communes, et pour r^soudre le pro- 
bl^me il suffira de mener par ce point une tangenle k 
Tune des deux circonferences donn^es. 

Le probl^me admet deux solutions si OS>R (ou 
O'S > R'). Or de la proportion 

OS_R 
O'S "" R' 
on d6duit : 

OS ___ R ,, ^c^_ RxOO' 
OS-0'S"~"R — R' ^^^ ^^— R_R' ' 

La condition OS > R devient done 00' > R— R', et on 
retrouve les r^sultats d^jk obtenus (149). 

Si Ton avail Ri=R', la tangenle commune AB serait 
parall^le k 00'. 

2° Soil A'B' une tangenle commune interieure qui 
louche les deux circonferences en A' et B' et qui coupe la 
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ligne des centres en S', siiu6e surle segment 00'. On a 

OS' R 
encore j^, = g7. De plus, si OP' et O'Q sonl deux 

rayons des deux circonf^rences parallMes et de sens con- 

Iraires, la ligne P'Q passe en S', comme plus haul PQ 

passait en S. Le point S' est done ais6 k determiner, et, 

pour r^soudre le probl^me, il suffira de mener par ce point 

une tangente k Tune des deux circonKrences donn^es. 

Le problfeme admet deux solutions si OS'>R (ou 

OS' R 
0'S'>R'). Or de la proportion fj7c7=^n7 on d6duit 

RxOO' 
OS' = p I p/ > ^6 sorte que la condition OS'>R de- 

vient 00' > R+R', et on retrouve les r6sultals d6jJi ob- 
tenus (149). 

PROBii:ME Vn 

201. — Gonstruire deux lignes, connaissant leur 
somme et leur produit. 

La somme des deux lignes est une ligne donn^e p; 

quant k leur produit, c'est le carr6 d'une ligne donn^e q. 

Sur une droile AB 6gale k p comme diamfelre d6cri- 

vons une demi-circonKrence {fig, d66). 

l^kr^I^ElI^ Au point A menons la tangente et pre- 

I /' \ nons sur cette droite une longueur AG 

i^l J 6gale k q; par G menons une parallMe 

Fig. 166. ^ AB qui coupe la demi-circonKrence 

en D et D' : les deux lignes GD et CD' 
r^pondent k la question. En effet on a d'abord (177) : 

GDXGD' = CA* = 9^ 

Soit en second lieu 0£ la perpendiculaire abaiss6e 
du centre de la demi-circonf6rence sur GD; on a 
GD = GE + ED, GD' = GE — ED'; mais ED = ED'; 
done GD + GD' =2CE =20A = p, puisque p est le dia- 
mfetre de la demi-circonKrence. 
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Le probl^me n^est possible que si CD rencontre la 
demi-circonf6rence ; pour cela, faut OE < OA, c*esl- 

^-dire^<|- 

Si j' = 3, les deux points D et D' coincident et les lon- 

P 

gueurs cherch^es sont^gales chacune k ^« 

Si Ton veut calculer CD et CD', on remarquera que 

le triangle rectangle ODE donne ED=V^OD*— OE^, et 

P 
comme Ton a CE = OD = &, il vient : 

2 



CD 






Probleme VIII 

202. — Gonstruire deux lignes, connalssant leur 
difference et leur produit. 

La difference des deux lignes est une ligne donn^e p; 
quant k leur produit, c'est le carr6 
d'une ligne donn^e q. 

Sur une droite AB 6gale kp comme 
diam^tre d^crivons une circonference 
{fig. 167). Au point A menons la 
tangente et prenons sur cette droite 
une longueur AG ^gale k q. La droite 
OC coupe la circonKrence en D et D' : p. ^^^ 

les deux lignes CD et CD' r^pondent 
k la question. En efifet, on a d'abord (177) : 

CD X CD' = GA^ = ^^ 

En second lieu CD — CD' = DD' = AB =p. 

Le probl^me est toujours possible. 




1 
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Si Ton veut calculer CD et GD^ on remarquera que le 

triangle rectangle OAG donne OC = VoXM-^» et, 

V 
comme OA = 0D==^ , on aura : 



Si par exemple /) = y , on a : 

CD=f(v/5 + l). 

CD'=|(v/5-l)- 

EXERGICES 

1. — Mener par un point donnd A entre deux droites don- 
Dees une drpite partagee par A dans un rapport donn^. 

2. — Inscrire ou exinscrire a un triangle un rectangle dont 
le rapport des cotes soit donne. — Gas particulier du carre. 

3. — Determiner un point dont les distances a trois points 
donnes soient dans des rapports donnds. 

4. — Determiner un point dont les distances a trois droites 
donnees soient dans des rapports donnes. 

5. — Determiner un point d'ou trois circonferences donnees 
soient vues sous un m6me angle. 

6. — Gonstruire un cercle orthogonal a trois cercles donnes. 

7. — Par un des points d'intersection de deux cercles qui se 
coupent, meuer une secante telle que le rapport ou le produit 
des deux cordes interceptees ait une valeur donn^e. 

8. — Gonstruire un triangle, connaissant deux c6tes et la 
longueur de la bissectrice inlerieure ou exterieure de Tangle 
(|u'ils comprennent. (On construira d'abord un triangle sem- 
blable au triangle chercli6, ayant le troisieme c6t6 arbitraire.) 

9. — Dans un triangle rectangle ABC, on connait BG = a et 
la hauteur AD = /i de I'hypotenuse. Gonstruire le triangle. 
Galculer les cotes h et c. 

Application. — o = 6™,50; /n=3™,12. 
nepome. — 6= 5"»,20 ; c = 3™.90. 
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10. — Dans le m6me triangle on connait AB = c et CD. 
Construire le triangle. Galculer les cdtes a et b. 

Application.— c=3"»,30; CD=3»,52. 
Riponse. — az=:5"»,50;*6=:4",40. 

11. — Construire un cercle tangent a une droite donn^e et 
passant par deux points donnas. (On determine le point de 
contact avec la droite en se servant du th^oreme du n® 177.) 

12. — Construire un cercle tangent a un cercle donn6 et 
passant par deux points donnes. (On applique le th^oreme de 
i'exercice 35, § 4.) 

13. — Construire un cercle tangent a deux droites donnees 
et passant par un point donn4. (On ramene a Texercice 11, en 
remarquant que le sym^trique du point par rapport k la bis- 
sectrice de Tangle appartient au cercle cherche.) 

14. — Construire un cercle tangent a un cercle donn6 et a 
une droite don nee et passant par un point donn4. (On ramene 
a Texercice 11 ou 12 en se servant du Ih^ortoe 6nonc^ dans 
rexercice 13, § 3.) 

15. — Construire un cercle tangent a deux cercles donnas et 
passant par un point donn6. (On ramene a Texercice 12 en 
utilisant le tii6oreme enonc6 dans I'exercice 12, § 3.) 

16. — Construire un cercle tangent a deux droites donn6es 
et a un cercle donn6. (On ramene a I'exercice 13.) 

17. — Construire un cercle tangent a deux cercles donnas et 
a une droite donn6e. (On ramene k I'exercice 14.) 

18. — Construire un cercle tangent k trois cercles donnas. 
(On ramfene a I'exercice 15.) 

19. — Soit une demi-circonference de diametre AB et de 
rayon R ; on d6crit sur les rayons OA et OB deux demi-circon- 
f6rences situ^es dans I'int^rieur de la premiere; quel est le 
rayon x d'une circonf^rence tangente a la fois aux trois demi- 
circonferences trac^es ? 

R6ponse. — ip = — • 



§ 6. — Les polygones r^guliers. 

203. — Un polygene convexe est dit rigulier s'il a 
lous ses c6l6s ^gaux el tons ses angles 6gaux. 

Le triangle Equilateral et le carr6 sont des polygones 
r^guliers. Le th6or^me suivant va nous monlrer Texis- 
tence des polygones r6guliers d'un nombre quelconque 
de c6t(^s. 



176 LIVRE III. 



Th^oreme XX 




On pent Inscrire ou circonscrire k une circonf6- 
rence donn^e O un polygone r^gulier d^un nombre 
quelconque n de c6t6s {fig, 168). 

1<* Supposons la circonKrence divis^e en n parties 

^gales par les points Aj, Ag, Ag (sur la figure, on a 

suppos^ n = 7). 
Joignons ces points de division successifs ; nous for- 

mons ainsi un polygone inscrit 
de n c6t6s qui est r^gulier : car 
tons les c6t^s sont 6gaux 
comme cordes sous-tendant 
des arcs ^gaux, et tous les an- 
gles sont 6gaux comme angles 
inscrits ayant la m6me mesure, 
savoir : la nioiti6 de Tare form6 
par (n — 2) divisions. 

2" Menons les tangentes aux 
points de division; nous for- 
mons ainsi un polygone circonscrit de n c6l6s B^Bj..., 
qui est r6gulier. 

En effel, tous les triangles isocMes tels que A^BiAj, 
AgBjAg,... sont 6gaux comme ayant un c6l6 6gal 

(AjA2=A2A3 = d*apr^s ce qui pr^cMe) adjacent ^ 

des angles 6gaux chacun k chacun (B^AjAa^BjAaAj 
= B3A2A3 = B2A3A2 = ..., car tous ces angles formes 
par une corde et une tangente ont pour mesure la moili6 
d'une division de lacirconf6rence).On a done les 6galil^s : 

AaMJt — — 1J| x\.o ■ AaDa —— Jja Ag • • ■ — Ijmt\ * 

AAA A 

Bj = Bg = Bg= ....=B<j. 

II en r^sulte que le polygone a ses angles 6gaux, et 
aussi ses c6t6s 6gaux, puisque chacun de ses c6l^s B^Bg, 
par exemple, est la somme des deux segments AjAj, 
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AgBg ^gaux entre eux el ^gaux aux segments analogues. 
Le polygene BjEgBj... est done r^gulier. 

204. Remarque. — Supposons toujours la circonK- 
rence partag^e en n parlies 6gales par les points A^, Aj, 
A3,... {fig* 469). Les milieux 
Bj, Bj, Bg... des arcs succes- 
sifs AjAj, A3A3, A3A4,... divi- 
sent 6videmment eux aussi 
la circonKrence en n parties 
^gales. Si done on m^ne les 
tangentes en ces points, on for- 
mera un polygone r^gulier cir- 
conscrit C^Cfi^.., d'apr^s ce 
qui pr^cMe. 

n est clair que ce polygone 
a ses c6t6s respectivement pa- 

rallMesaux c6t6s du polygone inscrit A^AjA,..., et que 
les sommets correspondants A^ et Cj, Aj et Gj,... de ces 
deux polygenes sont sur les m^mes rayons de la circon- 
Krence: en efifet GjGj et A^A^ sont parallfeles comme per- 
pendiculaires au rayon OB^ et les tangentes en B^ et Bj se 
coupent sur la bissectrice de Tangle B^OBj (144), bissec- 
trice qui est precis^ment la droite OAj. 

Th^orIime XXI 

205. — On peut inscrlre et circonscrire une cir- 
conf(6rence & un polygone r^gulier donn^ (fig. 170). 

1° Soient Aj,A2,A8,A4 qualre sommets cons6cutifs du 
polygone. Nous allons montrer que la circonf^rence qui 
passe par les trois points A^, A,, A3 passe aussi par A^. 
11 en r^sultera ^videmment, en r^p^tant le raisonnement 
autant de fois qu'il faudra, que cetle circonf^rence sera 
circonscrite au polygone. 

Soit le centre de la circonKrence qui passe par Aj, 
Aj, A3, et menons OBj perpendiculaire sur AjA3 en son 
milieu. Si nous faisons tourner le demi-plan OB^Aj au- 

8. 



•n 
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tour de OB^ jusqu'i ce qu*il vienne s*appliquer sur le 
demi-plan OBjAj, le point Ag viendra coincider avec A3 ; 
la droite AjAj prendra la direction A3 A^ k cause de I'^ga- 
lit6 des angles A^ et A3, le polygone ^lant regulier ; enfin 
j^j le point Ai viendra en A^, puisque 

^'^^^f^^^r^^. pour la m^nie raison les c6t6s A3A4 

/c^i\ \ / /-'^a^h et AjAj sont 6gaux. II en r^sulte que 
;KJL._S::^i'>^^ j OAj viendra s'appliquer sur OA^, et 

\ ^ I qu® par suite OA^ = OAj, c'est-a- 

\v y dire que la circonKrence passe par 

^ — ;f le point A4, c. q. f. d. Cette circon- 

Fig. 1/0. Krence est d'ailleurs la seule qui 

puisse ^tre circonscrite au polygone, puisque trois points 

d^terminent une circonf^rence. 

2° Menons maintenant lesperpendiculaires OB^, OBg, 
OB3... sur les c6t6s du polygone en leurs milieux; les 
triangles rectangles OBjAj, OB^Aj, OBjAj, OB3A3,... 
sont tons (^gaux puisque Ton a OA^ = OA3 = OA3 = ..., 
et A,B, =BiA2 = A2B2=B2A3 = .... (k cause deTega- 
lite des c6t6s du polygone regulier). Done la circonle- 
rence d^crite de comme centre avec OBj pour rayon 
touchera tous les c6t6s du polygone en leurs milieux, de 
sorte qu'il existe une circonf6rence inscrite au polygone, 
c. q. f. d. On verra ais^ment qu'il n'existe pas d'autre 
circonference inscrite au polygone. 

206. Remarqae. — Une ligne bris^e convexe est dite 
reguliere si elle a tous ses c6t6s 6gaux et tous ses angles 
6gaux. La demonstration pr^c^dente montre, sans qu'il 
soit n^cessaire de la modifier en rien, que Ton pent in- 
scrire et circonscrire une circonference k une ligne brisee 
r^gulifere donn^e. 

207. — D'apr^s les th6orfemes pr6c6dents on voit que 
retude des polygones r^guliers se ramfene k I'^tude de la 
division de la circonference en parties egales. 

Un polygone regulier admet une circonference circon- 
scrite et une circonference inscrite ; ces deux circonferences 
ont m6me centre qui est le centre du polygone. Le rayon 
de la circonference circonscrite est le rayon du polygone ; 
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le rayon de la circonf^rence inscrite -est Yapoihime du 
polygene. 

Le centre est le point de concours commun des bissec- 
trices de tons les angles du polygene et des perpendicu- 
laires flev6es sur tous les c6l6s du polygene en leurs 
milieux. 

Les rayons qui vont du centre aux sommets du poly- 
gone d^composent celui-ci en triangles isocHes 6gaux. 
V angle au centre du polygene est Tangle au sommet de 
chacun de ces triangles. Si le polygene a n c6t6s, la 
somme des angles au centre valant quatre angles droits, 

Tangle au centre mesur6 en degr6s est • 

L'angle du polygene est 6videmment le supplement de 
sen angle au centre. 

Voici les angles au centre et les angles des polygenes 
r^guliers les plus simples : 

Le triangle Equilateral a pour angle au centre ISO^et pour angle 60o. 

Le carr6 — 

Le pentagone — 

L'hexagone — 

L'octogone — 

Le decagone — 

Le dodecagone — 

Le pented^cagone — 

L'angle au centre diminue avec le nombre des cotds ; 
Tangle du polygene augmente avec le nombre des c6tes. 

Remarque. — Des d6fmitions analogues s*applique- 
raient aux lignes brisees rdguliferes : en remarquera seu- 
lement que leur angle au centre pent 6tre quelcenque. 

Th^ori^me XXII 

208. — Deux polygones r^guliers d'un m6me 
nombre de c6t6s sont semblables; leur rapport de 
similitude est le rapport de leurs rayons ou de leurs 
apoth^mes. 

Soient AB, A'B' deux c6tes des deux polygenes, et 
et 0' leurs centres {fig, 171). 
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-— 
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D'abord les polygenes sont semblables comme ayant les 
angles 6gaux, puisque, d*apr^s ce qui pr6cMe, Tangle d'un 
polygene r^gulier est d^lermin^ par le nombre de ses 
col^s, et aussi corame ayant les c6les proportionnels, 

puisque dans chacun d6s deux 
polygenes tous les c6l6s sont 
6gaux. 

Les deux triangles OAB, 
O'A'B' sont semblables comme 
ayant les angles 6gaux chacun 
k chacun (6 = 6 comme angles 
au centre de polygenes r^guliers d'un m^me nombre de 
c6t^s, k=k^=^=B' comme demi-angles de polygenes 
r6guliers d*un m^me nombre de c6t6s). Dene : 

AB OA 




Fig. i71. 



A'B' O'A' 

Si OG et OC sont les apothfemes, les triangles rectangles 
OAG, O'A'C qui ent les angles ai{];us A et A' 6gaux sent 
semblables, et Ton a : 

OA OG 



O'A' "~ O'G 



//V 9 



en peut dene 6crire : 

AB 



OA _ OG 

A'B' — O'A' ~ O'G' 



AB 



c'est-Ji-dire que le rapport de similitude -t-tbi ^^^ ^^^^ 

AB 

B' polygenes est 6gal au rapport de 

leurs rayons et k celui de leurs apo- 

thfemes, c. q. f. d. 

209. — Soit a le c6t6 AB d'un 

polygene rdgulier de n c6t^s inscrit 

dans une circonKrence de rayon 

R [fig. 172); soit h Tapothfeme OG 

qui coupe la circonKrence en D, 

milieu de Tare AB, et en D'. 
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La langente en D coupe les rayons OA el OB en A' et B', 
el A'B' esl le c6l6 du polygone r^gulier circonscril h 
la m^me circonKrence el ayant le mSme nombre n de 
«6l6s : d^signons A'B' par c, el le rayon OA' de ce poly- 
gone par d. 

Si on se donne a el R, il esl facile de calculer A, c el rf. 

Le Iriangle rectangle OAC donne d'abord : 

OG'=OA'-AG^ 
el comme AG = -, il en r6sulle : 

(1) A=RV/i-;^. 

On a ensuite, d'aprfes le th^or^me pr6c6dent : 

A^'__OA'__Op 
AB ""0A~"0G' 

dOU C=-r-, d=-rr9 

h h 

aR . R« 

ou c= , d = 



ft\/i - iSi v^ 



a^ 



4R^ y * 4R* 

ou finalemenl : 

(2) c= ^_. , (3) rf=-_4==. 

V ^ 4R1 V ^ 4R* 

210. — Si Ton a inscril dans une circonf^rence un po- 
lygone r^gulier de n cotes P, il est facile d'inscrire dans 
la m^me circonf^rence' un polygone r^gulier P' d'un 
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nombre double, 2n, de c6t^s. II sufGt, en effel, dediviser 
chacun des arcs sous-lendus par les c6t6s de P en 
deux parlies ^gales (138) : les points ainsi oblenus et les 
sommets de P divisent la circonference en 2n parties 
6gales, et par suite sont les sommels de P'. 

Le c6t^ du polygone r^gulier P' inscrit dans la circon- 
Krence et ayant 2n c6t6s est done AD {fig. 172). Desi- 
gnons-le par a', et proposons-nous de ealculer a', eonnais- 
sant a et R. La corde AD est moyenne proportionnelle 
entre le diamMre DD' et sa projeelion CD sur ee dia- 
tnhire (181), de sorte que Ton a : 

a'* = 2RxCD; 

maisCD = OD — OG = R--A = R-Ry 1— ^• 
Done : 

a"=2R(R-R0-;^)=R'(2-V/I^) 
et par suite : 



(4) 



a' = R|/2-\/4-j'. 



On pent eneore 6crire 6Yideniment : 

,,_2RXCDXCD' 



Mais 


CD' 


CDxCD'- 
— R+A — 

2RX^ 


CD' 
=AG* = j(181), 


et 
done : 

a" 


R + Ryi- 


4R" 



R + Ri/,_^ , + W,-^. 
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el par suite : 
(8) a': 



l/^+V^ 



Le lemme du n° 173 fournit d'ailleurs les idenlit^s : 



(\/'+.w^j=^-V'-^ 

=.-v/r:|. 



(nAT4+v^,)'=^+V'-^. 

On peut done encore ^crire : 

(6) a'=R[v/l+A-V/l^]- 

Soil A' I'apothfeme de P'. On a : 



Or 



«'* ^ t/. a* 



a'* 1 1 / a* 
done *~4R^ = 2 + 2V*-4Ri' 

II vient par suite : 



(8) A 



^W*-^ 
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L'une des identU^s rappe16es plus haul nous permel 

encore d'^crire : 



1 



Hemarque. — Si, connaissant a' et R,- on voulail 

calculer a el A, on aurait : 



Mais 


^-ai-"- 5ir- 


Done 


(.0) * = ll|i-,9 


oa 


a' = 4»'--^. 



(") 



«=»V/lS-F- 



Lea Dum^ros suivanls nous offriront de nombreuses 
occasidns d'appliquer ces diff^renles formules. 



„_ -SI 1 . — Inscrire an carrd dans une clrconf^rence 
donnte O {fig. 173). 

11 faut diviser la circonKrenee en qualre parlies ^gales, 
ce qui se fait en menant deux diam^lres perpendicu- 
laires AG, BD (117). 

Soil R lerayondelacirconf^renceelalecdt^ ducarr^; 

on !iiii';i dans ie Irkugle rectangle AOB : 

a' = R'-|-R', 
doii: 

a=:Rt^2. 
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L'apolh^me OK sera : 

I a*~ . I 1 ^ Rv/2 



485 



AB 



done OK =-3-, ce qui est Evident sur la figure. 
Le c6l6 A'B' du carr6 circonscrit sera : 

c = ^ = 2R, 

ce que monlre imm^diatement la figure. 

212. — Marquons les milieux 
E, F, G, H des arcs AB, BG, CD, a; 
DA; le polygone AEBFGGDH 
sera Toclogone r^gulier inscrit. 
On pourrait conlinuer de m6me, 
et Ton volt que Ton pourra in- H 
scrire dans la circonf^rence les 
polygones r6guliers de 4, 8, 16, 
32, 64... c6t6s. 

Calculous le c6t6 a' de Toe- if 
logone ; la formule (4) du n* 210 
donne : 

a' = RV^2 — v/4 — 2 = r/2 — /2 
et pour Tapolh^me A', on oblient par la formule (8) : 




R 



A' = 2l/2+V^- 



213. — Si Ton joignait de trois ea trois les sommets de 
roctogone. on obtiendrait le polygone AFDEGHBG repr6sent6 
dans la figure 174 et que Ton appelle octogone regulier t{o\U» 
11 est facile de calculer le c6t6 et Tapotheme de ce polygone. 
Consid6rons en effet {^g. 175) le triangle AFH, dontle cdt6FH 
passe en 0, et dont Tangle A par suite est droit. AH est le cote 
de roctogone regulier convexe et AF le c6l6 de Toctogone regu- 
lier 6toili. 



■.-■.•it • -i*' . 
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Soit M le milieu de AH et N le milieu de AF; la figure AMON 
est un rectangle et ron a par suite : 

AN = OM, ON=:AM, 





Fig. 175. 



c'est-a-dire : 



d*ou 



AF ^__ ^„ AH 



AF = 20M=Ry/2+V^ 



0N = :^ = |v/?r72; 

telles sont les valeurs du c6t6 AF et de Tapotheme ON de I'oc- 
togone 6toil6. 

214, — D'une facon g^o^rale, on obtiendra des polygones 
riguliers eioiUs de n c6t6s en joignant les points de division de 
la circonf^rence en n parties egales de p en p, a condition de 
ne pas obtenir de cette fagon une figure fermee avant de revenir 
au point de depart : c*est ainsi que si Ton joignait de deux en 
deux les sommets d'un octogone convexe, on obtiendrait, uon 
pas un octogone 6toil6, mais un carr^. 



PROBliiME X 

215. — Inscrire un hexagone r^gulier dans une 
circonf6rence donn6e (^^. 176). 

Supposons la circonference partag^e en six parties 
Egales par les points A, B, C, D, E, F : ces points sont 
diam6tralement opposes deux k deux. Gonsid^rons le 
triangle OAB : Tangle au centre AOB a pour mesure une 
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division de la circonKrence. Ghacun des angles ins- 
crils OAB, OBA a pour mesure la moiti^ de Tare compris 
enlre ses c6t6s : mais chacun de ces arcs, BCD et AFE, 
comprend deux divisions de la circonKrence ; les angles 
OAB et OBA onl done chacun 
pour mesure nne division de la 
circonKrence, et par suite sont 
6gaux k Tangle AOB. Lie triangle 
AOB 6tant 6quiangle est Equi- 
lateral, Ton a : 

AB = OA = R. 

Pour inscrire un hexagone 
r^gulier dans la circonference, 
on portera done six fois sur la 
circonKrence nne ouverture de compas Egale au rayon, 
et on joindra les points de division ainsi obtenus. 

Le cote a de I'hexagone r^gulier est 6gal Ji R; son apo- 
th^me h sera : 




A = RV/1— l = |v/3. 



En joignant de deux en deux les sommets de I'hexagone 
r^gulier inscrit, on obtient le triangle Equilateral ins- 
crit ACE. Le c6tE AG et Tapothfeme OR sont imm<5diate- 
ment donnas par les formules (11) et (10). On a : 



AG = Rv/3, 



^^ R 
0R=2- 



Ges relations sont Evidentes sur la figure en remar- 
quant que OABG est un losange. 

216. — DEterminons les milieux G, H, I, J, L, M des 
arcs AB, BG..., sous-tendus par les c6tEs de Thexagone ; 
le pplygone AGBHGIDJELFM sera le dod6cagone r^gulier 
inscrit. On pourrait continuer de m6me et Ton voit que 
Ton pourra inscrire dans la circonKrence les polygones 
r6guliers de 3, 6. 12, 24, 48, 96,... c6l6s. 



^ 
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Galculons le c6l^ d et TapotWrne h! du dod^cagone 
r6gulier. 
. Les formules (4, 6, 8, 9) du n** 210 donnenl : 

a'=RV/^::73 =r(\/|- /I) =|(t/6-v4). 

217, — Si ron joint de cinq en cinq les sommets du dodeca- 
gone, on obtient le dodecagone regulier etoil6 AIFHE6DMGLBJ 
iepicsent6 dans la figure 177. II est facile de calculer le cote 





Fig. 177. 



Fig. 178. 



et Tapotheme de ce polygone. Considerons en effet [fig. 178) le 
triangle AIM, dont le c6t6 IM passe en et qui par suite est 
rectangle en A. AM est le cote du dodecagone convexe et AI 
le c6te du dodecagone etoile. Soil P le milieu do AM et Q le 
milieu de AI; la figure APOQ est un rectangle, et Ton a : 

AQ = OP, OQi=:AP. 

c*est-a-dire 

d*ou 

A[ = 20P = R/2 + v/3 = 5(y/6 + v/2), 

Telles sent les valours du c6te A I et de I'apotheme OQ du 
dodecagone etoile. 
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PROBliiMB XI 

218. — Diyiser une circonf^rence donn^e O en dix 
parties ^gales. 

Supposons la circonfereuce partag4e en dix parlies egales 
aux points A, B, G, D, E, F. G. H, I, J, diam^tralement op- 
poses deux a deux {fig, 179). Ea 
joiguant successivement ces points 
de division, on obtieudra le d6cagone 
regulier inscrit ABCDEFGHIJ repre- 
sent^ sur la figure 180; en joignant 
ces m^mes points de trois en trois, 
on obtiendra le decagone regulier 
6toil6 ADGJGFIBEH repnSsente sur jj^ 
la m^me figure. En joignant ces 
points de deux en deux ou de quatre 
en quatre, on obtient le pentagone 
regulier inscrit AGEGI ou le penta- 
gone regulier 6toile AEIGG, repre- 
sent^s sur la figure 18 1. 

Gomme on salt diviser un arc en deux parties 6gales, on voit 
que, si Ton salt diviser une circonfigrence en dix parties 6gales, 
ou saura inscrire dans cette circonfereuce les polygenes r6gu- 
liers de 5, 10, 20, 40. 80,... cfites. 

Pour r^soudre le probl6me, nous aliens chercher simulla- 
nement les c6tes AB et AD des d6cagones rdguliers convexe et 






Fig. 181. 



6toil6 (fig. 179). Menons les rayons OA, OB, OD et soit K le 
point oil OB coupe AD. L'angle inscrit B a pour mesure la 
moiti6 de Tare AIG compris entre ses cot^s, c*est-a-dire deux 
divisions de la circonfereuce; Tangle AKB a pour mesure la 
demi-somme des arcs AB et GED compris entre ses c6l^s, c'est- 
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a-dire aussi deux divlsious de la circonference. Ges deux angles 
sont doQC egaux, et par suite, le triangle ABK est isocele, de 
5.orte que ABz=AK. On en deduit cette premiere relation : 

AD — AB = AD — AK = KD. 

D'aiileurs Tangle au centre BOD a aussi pour mesure deux 
divisions de la circonference et par suite est dgal a Tangle OKD ; 
on a done dans le triangle OKD : 



de sorte que : 



KD=:OD==R; 



(1) AD — AB = R. 



L*angle inscrit OAD a pour mesure la moiti6 de Tare FED 
compris entre ses c6t6s, c*est-a-dire une division de la circonfe- 
rence; il en est de mftme de Tangle inscrit ADO et de Tangle au 
centre AOB : les deux triangles AOK, AOD sont done isoceles 
de bases OA et AD et sont semblables comme ayant les angles 
a la base egaux ; on en deduit : 



AD_OA 
OA "■ AK' 



ou, puisque AK = AB : 



(2) AD.AB = bA'=:R*. 

Les deux egalites (1) et (2) montrent que AB et AD sont deux 
lignes dont la difference est R et dont le produit est R*. Par 
suite, on pourra les construire de la fafon suivantc (202) : suf 
le rayon OM, perpendiculaire a OA comme diametre, decrivont 





Fig. 182. 

une circonference de centre 0' (fig, 182); la droite AO' coupe 
cette circonference en P et Q; AP et AQ sont les c6t68 des 



: 
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ddcagones r^guliers convexe et 6toii^ inscrits dans la circonfe- 
rence 0. Quant aux valeurs de ces cdt^s; elles sont (202) : 






219. ^-Galculons les apothemes OP et OQ des deux ddcagones 
convexe et 6toil6 (fig. 183). On a : 



./ (v/5-i)» J (v/5+l)' 

d'oii : 

OP=:5/i6_(5+i_2v/5)=:^v/io + 2v/5. 

OQ = 5v/l6-(5 + l + 2v/5)=5v/l0-2v/5. 

II est facile alors d*obtenir les valeurs des c6tes et des apo- 
themes des deux pentagones convexe et etoil6 ; FD et FB sont 
les cotes de ces deux pentagones; soient OS et OQ leurs apo- 
themes ; les figures OPBR, OQDS sont des rectangles et Ton en 
d^duit : 

FD=:20Q = 5/lO-2v/5. FB=:20P = ? V^10 + 2v/5,- 

Calculous encore le c6te du polygene r6gulier inscrit de 
vingt c6t6s. 

Les formules (4) et (6) du n» 210 donnent pour ce cdte la va- 
le ur : 



R vwrr^s = H y/ri|7r^w5. 



OU : 



=|[fs+7r-v'5^]. 
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De mSme Tapotheme de ce polygone sera donnd par les 
formules (8) et (9) du mftme numero et aura pour valeur : 

EXERCIGES 

1. — On peut exdcuter un pavage en employant soit des 
triangles 6quilat6raux, soit des carr6s, soit des hexagones r6gu- 
liers. Peut-on le faire en employant d'autres polygones r^guliers 
6gaux? 

2. — On peut ex6cuter un pavage en employant simullan6ment 
soit des Carres et des octogones r^guliers de mfime c6t6 ; soit 
des triangles equilateraux et des dodecagones reguliers de m6me 
cotB ; soit des dodecagones r6gullers, des hexagones reguliers 
et des carres de m6me c6t6. 

3. -- Un polygone 6quilat6ral inscrit dans un cercle est rdgu- 
lier. Un polygone 6quiangle inscrit dans un cercle est r^gulier 
si le nombre de ses c6tes est impair. 

4. — Un polygone 6quiangle circonscrit k un cercle est regu- 
lier. Un polygone Equilateral circonscrit a un cercle est regulier 
si le nombre de ses cdtEs est impair. 

5. — Les triangles 6quilat6raux circonscrit et inscrit a une 
circonference ont pour rapport de similitude le nombre 2. 

6. — Le caiTd du c6t6 du pentagone regulier est 6gal au 
c6te du decagone regulier plus le carr6 du rayon. 

7. — L'arc sous-tendu par le cdte du pentedecagone regulier 
est la diiTerence des arcs sous-tendus par les c6tes de Thexagone 
ot du d6cagone reguliers. En d^duire inscription du pentede- 
cagone regulier dans la circonference. 

8. — En joignant les sommets du pentedecagone regulier de 
deux en deux, ou de quatre en quatre, on de sept en sept, on 
obtient trois pented^cagones reguliers etoilSs. 

Calculer les c6tes des quatre ))ent6decagones reguliers convexe 
el etoiles inscrits dans la circonference do rayon R. 

(Pour le pentedecagone convexe, par exemple, soit AA' un 
diametre, AB et AG les c6tes do Thexagone et du decagone ; on 
appliquera la proposition de Texercice 29, § IV, au quadrilalere 
inscrit AB'BG.) 

R6ponse. — Pentedecagone convexe : 

ai = 5.[^/lO + 2V^ — V/3(\/5 — 1)] = 0,4158...XR. 
!•' Pentedecagone etoiie : 
flj = ? [— /lO - 2 v/5 + V^(v/5 + 0] =0,8134... X R. 
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2° Pent6d6cagone etoil6 : 



^3 =- [/l0 + 2v/5 + v/3(v/5 - 1)] = 1.4862... X R. 

3° Pent6d^cagone 6loil6 : 

ai = j [V^IO — 2/5 + \/3(v/5 + l)J=t,9890...XR. 

9. Galculer les apothemes des pent^decagones r^guliers con- 
vexe et etoil6s. 

Pent<§decagone convexe : 

/»! =5 [V^3/io + 2v/5 + (4/5 — 1)] = 0,9781... X R. 



1«' Pent6decagone etoil6 : 



h^ = 5 [v/3/1 — 2/5 + (v/5 + 1)] = 0,91 35... X R. 
2® Pentedecagone ^toile . 

/i3 = 5 [V^/lO+lv/5 — (v/5 — 1)] = 0.6091... X R. 
3® Pentedecagone etoiI6 : 

K=z^ [/3\/lO — 2v/5 — (v/5 + 0] = 0,1045... X R. 

10. — Galculer les cot^s et les apothemes des qualre polygoncs 
r6galiers de trente c6t6s convexes et 6toiies. — On obtient en 
gardant les notations precedentes. 

Polygene convexe : a\ = 2h^J h\ =. -^ ; 
lor _ 6toil6 a\ = 2h^Ji\ = ^; 

2« - - a'3 = 2/i2, /i'3=^; 

3« - - a\ = 2hi. h\=^' 

11, — Galculer les rayons des cercles inscrits et circonscrits 
aux differents polygenes r6guliers 6tudi6s en prenant le c6l6 
pour unite. 

ANDOYBR. — GEOMETRIE. 9 
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R^ponse, — 

R r R r 

Carre. 0,7071 0,5000. Dodec. 6toil6, 0,5176 0.4339. 

Octogone. 1,3065 1,2071. Pentagone, 0,8506 0,6882. 

Octog. 6toile, 0,5412 0.2071. Pent. etoil6, 0,52^7 0,1624. 

Triangle, 0,5773 0,2886. Decagone, 1,6180 1,5388. 

Hexagone. 1,0000 0,8660. D6cag. 6toil6, 0,6180 0,5632. 

Dodecagone, 1,9318 1,8660. 

12. — Inscrire dans un triangle 6quilat6ra^ donn6 trois 
cercles ^gaux tangents entre eux et determiner leur rayon en 
fonction du cdte du triangle. 

13. — Etudier les figures form^es par les points d'intersection 
des c6t6s (prolonges s'il le faut) des polygones r^guliers con vexes 
et etoilds de 8, 10 ou 12 c6t§s et calculer les dimensions de ces 
figures. 

14. — Sur le diam6tre AB d'un cercle on construit un 
triangle Equilateral ABC ; on divise AB en n parties 6gales et on 
joint le sommet G a Textrdmite D de la seconde division a partir 
de A ; CD prolong6e coupe le cercle en E et on demande de cal- 
culer la corde AE. 

R^'ponse, — En appelant R le rayon du cercle, on a : 



— ,^ r n« + 4n+ 16~(n-4)v/n« + 16yi~32 -| ^ 
L 2(n* — 2n + 4) J 

AE est 6gal au c6t6 du polygene regulier inscrit de n cotes 
par n = 3, 4, 6. 

Pour les autres valeurs de n, AE est une valeur approchee 
du c6t6 du polygene regulier inscrit den c6t6s ; on calculera 
I'erreur commisepourles valeurs de n qui correspondent aux po- 
lygones eludies. Ainsi, pour n=5, on trouve : 

AE*=::R»X 1,380..., 

tandis que la valeur exacte du carr6 du c6te du pentagone est 
R«X 1,382... 



§ 7. — La mesure de la cir conference. 

220. — Nous avons acquis une id^e nelte de la lon- 
gueur d*une courbe par la definition que nous avons 
donn^e au n** 9 ; en particulier, celte definition nous a 
permis d'^noncer cet axiome fondamental: la ligne droile 
est le plus court chemin d'un point k un autre, et de 
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d^montrer les Ih^or^mes des n°* 31 et 32. Mais celle 
definition ne nous a pas donn6 les moyens de mesurer la 
longu&ur d'une courbe : cette mesure, qu'il est impos- 
sible de faire directement, ne peut se ramener h la me- 
sure des lignes droites quk Taide de considerations nou- 
velles que nous allons d^velopper maintenant pour le 
cas, qui doit seul nous occuper, oil la courbe k mesurer 
est une circonKrence ou un arc de circonference. 

Nous avons vu au n° 85 qu'un arc de cercle est une 
courbe convexe, et par suite est situ^ tout entier d'un 
m^me c6te de chacuoe de ses tangentes. Nous regarde- 
rons alors comme evideuts les principes suivants : 

Un arc de cercle est plus petit que toute ligne ayant 
memes extr^mit^s et Uenveloppant de toutes parts ; la cir- 
conference est plus petite que toute ligne Venveloppant 
de toutes parts, 

Ces propositions, analogues h. celles que nous rappe- 
lions plus haut des n°* 31 et 32, r^sultent de Tidee que 
nous avons de la longueur d*un arc de courbe, et de ce 
fait qu'un arc de cercle est convexe : supposons en effet 
un fil flexible et inex- 
tensible affectant la 
forme de la ligne quel- 
conque APB qui a 
m6mes extr^mit^s que 
Tare de cercle AMB et 
qui I'enveloppe compl^- 
tement {fig, 184); si on tend ce fil suivant la droite AB 
en AG, il est clair qu*il pourra prendre la forme interm^- 
diaire AMBD, parce que Tare AMB est convexe, 

221. — Nous regarderons comme ^videntes les pro- 
positions pr61iminaires ^nonc^es dans les lemmes sui- 
vants : 

Si un polygone rdgulier est inscrit dans une circonfe- 
rence de rayon R, et si le nombre de ses cdtes augmente 
ind^finimentf le cdte a de ce polygone tend vers zcro^ et 
son apotheme h tend vers le rayon R. 

De m6me, si le nombre des cdtes d'un polygone r^gu- 
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Her circonscrit a une circonference de rayon R augmente 

indefiniment, le c6t6 de ce poly gone tend vers zero et son 

rayon tend vers R. 
222. — Consid^rons maintenant un polygene r6gulier 

d'un nonibre quelconque n de c6l6s inscrit dans la circon- 
ference de rayon R qu'U s'agit de 
mesurer, le p^riin^tre jo de ce polygene 
sera inferieur h la longueur G de cetle 
circonKrence (32). Si on double le 
nombre des c6tes, c'est-k-dire si Ton 
consid^re le polygene r^gulier inscrit 
ay&nl 2n cot^s, le p^rim^tre p' de ce 
polygene sera encore inKrieur k G, 
mais sera sup^rieur kp. En effet, soil 
{fig, 185) AB le c6t6 du premier poly- 
gone et C le milieu de Tare AB ; AG 

sera le c6t6 du second polygene et BG aussi ; en a d'ail- 

leurs : 




Fig. 185. 



p = n.AB, jo'=2nAG=n(AG-|-BG), 



et, cemme le triangle ABG denne AB < AC -f- BC, il en 
r^sulte p <p', 

Gontinuens la m^me operation ind^finiment , cest- 
i-dire inscrivons dans la circonference des polygenes r^- 
guliers dent les nombres de cotes aillent conslamment en 
doublant et par suite augmentent indefiniment. Les p^ri- 
m^tres /?,;>', p".., de ces polygenes iront censtamment 
en croissant et resteront toujeurs inferieurs k G. 

Consid6rons en second lieu un polygene r^gulier du 
ni6me nombre n de cdt^s circonscrit k la circonference, 
et seit P son p^rim^tre ; P sera superieur k C (220). 

Deublens le nombre des c6tes, le p^rim^tre P' du nou- 
veau polygene sera encore superieur k G, mais sera infe- 
rieur k P. En effet, seit AB le c6te du polygene inscrit 
de n c6tes {Jig, 185) et G le milieu de Tare AB. Me- 
nons la tangente en G qui coupe en A' et B' les langentes 
AD el BD en A et B. AD est la meitie du c6te du polygene 
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circonscrit de n c6t^s et A'B' est le c6t6 du polygene 
r^gulier circonscrit de 2w c6t6s ; on a done : 

P=2nAD=2n(AA'+A'D),P'=2wA'B'=2w(CA'+CA'). 

D'ailleurs, on aAA'=:GA', et dans le triangle rec- 
tangle A'GD, GA' < A'D ; on a done n^cessairement 
P<F. 

Gontinuons la m^me operation ind^flniment, c'est- 
k-dire circonscrivons h la circonKrence des polygenes r6- 
guliers dont les nombres de c6t6s aillent constamment en 
doublant; les p6rimfetres P, P', P",... de ces polygenes 
iront constamment en d^croissant et resteront sup6- 
rieurs h G. 

D'autre part, les polygenes reguliers inscrit et cir- 
conscrit de m^me rang parmi ceux que nous venons de 
consid^rer sent semblables (208), et leur rapport de simi- 
litude est egal au rapport de leurs p^rim^tres (171) et 
aussi au rapport de leurs apoth^mes (208). Si done A, 
A', h",,,, sent les apoth^mes des polygenes reguliers 
inscrits successifs, en aura : 

p_h £_t^ p^_hr 
P~"R' P''~R' P''~R'"*' 

mais, d*aprfes le lemme precedent, les apelhfemes A, h\ 

h h' h" 
h"j ... tendent vers R; par suite les rapports^, 5"» p">--- 

tendent vers Tunit^. 11 en est done de m6me des rapports 

p p' p" 
6gaux aux pr^c^dents p, 57, 57/, ... NoUs en cencluons 

que, lersque le nombre des c6t6s des polygenes consid6- 
res augmente ind6flniment, les pMmfelres de deux poly- 
genes cerrespondants inscrit et circonscrit tendent a 
devenir ^gaux. D'aiUeurs le p6rim^tre du polygene inscrit 
est toujeurs inferieur h, G, et celui du polygene cir- 
conscrit est toujeurs sup^rieur a G : il s'ensuit n^cessai- 
rement que les p6rim^tres des deux polygenes inscrit et 
circonscrit tendent a devenir ^gaux entre eux et k la lon- 
gueur G de la circenf^rence. 
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En r6sum6, nous pouvons done 6noncer la proposition 
suivante : 

La longueur G de la circonference est la limite com-- 
mune vers laquelle tendent dfune part les pMmitres p, 
p', p", ... d*une suite de polygones r4guliers inscriis 
dont les nombres de cdtis vont constamment en douhlant^ 
et d' autre part les pirimetres P, P', P", ... d'une suite de 
polygones reguliers circonscrits semblables aux pric^- 
dents. Ceci a d'ailleurs lieu quel que soit le nombre des 
cdtis du poly gone initial. 

Gelte proposition nous donne le moyen de calculer la 
longueur d'une circonference quelconque : les th^orfemes 
suivants vont nous aider dans cette recherche. 

th^orIihe xxm 

223. — Le rapport de deux circonf6rences quel- 
conques O et O' est 6gal au rapport de leurs 
rayons R et R' (fig. 186). 

Inscrivons dans les deux circonKrences deux polygones 

reguliers d'un m toe nombre 
de c6t6s et de p6rimfelres p 
et p'. Ges polygones sont 
semblables et leur rapport 
de similitude est 6gal au 

rapport de leurs rayons R 

Fig. 186. ^^I^' (208) ; d'ailleurs le rap- 

port de similitude de deux 
polygones semblables est ^gal au rapport de leurs p^ri- 
mfetres (171). On a done : 

p_R 
p''~R'* 

Si on double ind^finiment le nombre des cdt^s des poly- 
gones consid^r^s, les p^rimfetres p et p' tendent respecti- 
vement vers leurs limites G et G', longueurs des deux 
circonRrences donn^es, et la proportion pr^c^dente sub- 
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siste toujours ; elle a done lieu encore k la limile, de 

sorte que : 

G R - , 

Th]£or]^e XXIV 

224. — Le rapport de la circonfdrence an dia- 
m^tre est un nombre constant. 

La proportion obtenue pr6c6demment pent en effet 
s'^crire : 

G C C G' 



R~~R' ^" 2R"~2R 



/ 9 



le rapport d*une circonKrence G k son diamWre 2R est 
done le m^me pour deux circonKrenees quelconques, 
c. q. f. d. 

Ge rapport est d6sign6 par la lettre greeque tt (pro- 
noneez pi), Connaissant ce rapport, on pourra ealeuler 
la longueur d'une circonKrenee dont on connaltrale rayon 
par la formule G := StcR. 

Probleme Xn 

225. — Galculer le rapport de la circonfdrence an 
diam^tre. 

p p' p" 
Les rapports d» &■»%'> ••• des p^rimMres des poly- 

gones r^guliers inscrits dans la eirconf^rence de rayon R 
et dont les nombres de c6t^s vont eonstamment en dou- 
blant, augmentent eonstamment, et ont pour limile le 

rapport ^, e'esl-c'l-dire le nombre Stt, d'apr^s ee qui pr^- 
e^de. Si Ton part d'un polygone de n e6t^s dont on saehe 

TO YICL 

ealeuler le eot^ a, le rapport ^ sera -^ ; si a' est le e6l6 
du polygone inserit de 2n e6t6s, le rapport ^ sera -r— • 
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Or nous avons appris h calculer a', connaissanl a; on 

aura done facilement le rapport ^ , connaissanl le rap- 

P p' 

port^-. De la m^me fagon, connaissanl ^, on oblien- 

p" 
dra ^ , el ainsi de suite. 

ri 

Sic, c'y c"... sont les c6t6s des polygones r^guliers 
circonscrits correspondants, on sail aussi calculer c con- 
naissanl a, c' connaissanl a', etc. ; d'ailleurs, on aP = wc, 
P' = 2nc'... ; on pourra done calculer facilemenl les rap- 

P P' P'' 
ports p, -^y -p-..., qui diminuenl eonstammenl el ont 

aussi pour limite k» c'est-a-dire le nombre Sic. 
Lorsque le calcul aura 616 pouss^ assez loin pour que 

deux nombres correspondants des deux s6ries^> 5-* ^« • • > 

P P' P" 
elp* p-j r"--*? different de moins d'une unit6 d^cimale 

donn^e k I'avance, un cenl-millifeme par exemple, le 
nombre 27c qui est compris entre ces deux nombres sera 
repr^senl6 par celui de la premiere s6rie h moins d'un 
eent-millifeme prfes par d^faul, et par celui de la seconde 
shriek moins d'un cenl-millifeme prfes par excfes; on en 
dMuira imm^diatement la valeur de ir k moins d'un 
cenl-millifeme prfes. 

226. — Voici comment on devra diriger le calcul. 
Connaissanl le c6l6 a du polygone inserit initial, on 

t) YICL 

aura n^D** Galculons d'abord le rapport correspon- 

p 

dant p de la seconde s^rie ; la formule (2) du n° 209 

donne : a 

c R 



""^-Kir 
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Multiplions les deux membres par n et remplacjons 

c par -, a par -, il vient : 

p 

(i) 1= ^ 



R 



0-1^(1) 

P' 

Calculods maintenant ^; la formule (5) du n" 210 

donne : 

a 

a! R 



M/^+^-ciy 



Multiplions les deux membres par n et remplacjons 
P' P 



a' par -^ , a par -, il vient : 



2^ 



Ge qu'on peut 6crire en divisant haut et bas par 2 : 



(2) « 5 



l/i['+v/^^^] 



L*application r6p^t6e des formules (1) et (2) fournira 
sans difficulty les valeurs des deux suites de nombres 

P P' P" Pt P P' ^" 
R R R R R R 

Remarque. — Pour calculer ^ il faut se garder 

9. 
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d'employer la formule (4) du n° 210 qui donneraii : 



^-l/-v^-„Mi)' 



En effet, si n est sufflsamment grand, -t(^) est 



petit; par suite 1/4 » (§ ) diff^re peu de 2, et, pour 

P' 
trouver avec une exactitude suffisante la valeur de ^, on 

est oblige de (lalculer beaucoup plus de chiffres d^cimaux 
que Ton ne doit en conserver, inconvenient que ne pr6- 
senle pas la formule (2). 
227. — Partons, par exemple, de Thexagone r^gulier 

P 
inscrit pour lequel on a g = 6 et n=6. 

Les formules ci-dessus donnent d'abord : 
g = 6,928203, |- = 6,214657. 



Continuant de m^me, on formera le tableau suivant : 


n 


P 


P 




R 


R 


6 


6 


6,928283 


12 


6,211657 


6,430781 


24 


6,265257 


6,319319 


48 


6,278700 


6,292171 


96 


6,282064 


6,285429 


192 


6,282904 


6,283744 


384 


6,283114 


6,283324 


768 


6,283167 


6,283220 


1536 


6,283180 


6,283193 


3072 


6,283183 


6,283187 


6144 


6,283184 


6,283185 


Nous en d^duisons imm^diatement la valeur de jt : 


Tt=3,141592. 


• • 
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qui est approch^e par d^faut h, moins d'un millioni^me 
pr^s. 

On obliendrait le mfime r6sultat en partant soit du 
carr6, soit du pentagone : c*est \k un exercice que Ton 
devra faire. 

Gomme on le voit, le nombre ic est un pen sup^rieur 

k 3 ; il sufflt de consid^rer Thexagone inscrit et le carr6 

circonscrit dont le^ p^rimfetres sont 3R et 4R pour voir 

sans calcul que ce nombre est, en effet, compris entre 

' 3 et 4. 

228. — Le nombre it est un nombre incommensurable ; 
sa valeur approch^e avec qualorze d^cimales est : 

7c = 3,14159265 358979... 

En g6n6ral, on prend ic=3,1416; celle valeur doit 6tre 

sue par cceur. 

Si Ton n'a besoin que d'une faible approximation, on 

22 
prend 7c=— =r3,1428..., qui surpasse tc de moins 

de 0,002; celte valeur a 6i€ donnee par Archim^de 
(287-212 av. J.-C), qui, le premier, a decouvert la me- 
sure de la circonKrence. 

On pent encore employer avec avanlage la valeur sui- 
vanle, facile k retenir, qui a ^t6 donn6e par le g^oml'lre 
hollandais Adrien M^tius (1571-1635) : 

355 

1 7c= 77^ = 3,14159292... 

Ho 

Celte valeur surpasse tc de moins de 0,0000003 ; aucun 
nombre fractionnaire h termes plus simples n'approche 
'*■ davantage de tt. 

1 1 

■ La valeur de - est - = 0,31830988616379...; 

1 

en g6n^ral, on prend - = 0,31 831 ; cette valeur doit 61re 
sue par coeur. 
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7 
On peut aussi employer avec avanlage les valeurs ^^ 

, 113 

et — • 
355 

229. — Connaissant le rayon R d'une circonference, 
on aura sa longueur G par la formule 

G = 27rR; 

inversement, connaissant G, on aura le rayon par la 
formule 

^~27r Tr^2 

Exemples, — 1" Le diamfelre d'une circonference est 
de 4 mfelres ; quelle est sa longueur? 

4X3,1416 = 12,5664; 

la longueur cherch^e est done 12'^,566. 

2** Trouver le rayon R de la Terre. 

On sail que la circonference du meridien terreslre est 
de 40000000 de mMres; done 

R = -X20000000»=6366197^72...; 

en nombres ronds : 

R=6366 kilometres. 

230. — Soit n le nombre qui mesure un arc d'une cir- 
conference de rayon R en degr^s et fractions de degr^s, 
et / la longueur de cet arc. Les longueurs de deux arcs 
sont proporlionnelles aux nombres de degr6s qu'ils 
contiennent; la demi-circonf^rence vaut 180° et a pour 
longueur ttR; on a done 

I _ TtR 

n^lSO 
ou 

- 7:Rn 

'■"Iso* 
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Inversement, si on connail la longueur de Tare, on 
aura sa mesure en degr^s par la formule 

180/ 



n 



ttR 



Si on connait la longueur d'un arc et sa mesure en 
degr^s, on aura le rayon de la circonKrence h laquelle il 
appartient par la formule 

_ 180/ 
R== • 

Exemples, — 1° Quelle est la longueur de Tare de 1** 
sur la circonf6rence du m^ridien terreslre? 
Gomme ici 7:R= 20000000"^, on a 

1= — =111111"»,11... 

La longueur de Tare d'une minute ou mille marin sera 
alors 1851°*, 85...; la longueur de Tare d'une seconde 
est 30"*,86...; le noeud est la moiti6 de cette longueur, 
soit^5^43... 

2** Quelle est la mesure en degr^s d'un arc dont la lon- 
gueur est 6gale au rayon? 

On a : 

n = — = 180X0,318309886.. .=:=57529577948... 

D'ailleurs, on a : 

0,29577948... X60= 17,7467688... 
0,7467688... X60 = 44,806128... 

L'arc cherch6 vaut done 57°17'44",806. 
S** Sur une circonKrence, un arc de 45** a une longueur 
de 1 mfetre; quel est le rayon de cette circonference? 

R=Jf5 = 4x- = l",273.. 
45:^ 7C 

Remarque. — La formule /= -r^ monlre que dans 



«. 
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deux circonKrences de rayons different s, les longueurs 
de deux arcs mesur^s par un m^me nombre de degr6s 
sont proporlionnelles aux longueurs des rayons corres- 
pondanls. 

231. — Nous venons de calculer la longueur d*un arc, con- 
naissant sa mesure en degr6s, c'est-a-dire son rapport a la 
circonference entiere. Proposons-nous maintenant de cliercher 
la longueur d*un arc, connaissant son rayon et la corde qui le 
sous-tend. II est bien entendu qu'il ne s'agit que du plus petit 
des deux arcs sous-tendus par la corde donnee. 

Un raisonnement identique a celui que nousavons employ^ 
pour trouver la mesure de la circonference nous conduit a la 
proposition suivante : 

La longueur 1 d'un arc quelconque AB est la limite commune 
vers laquelle tendent d'une part les p^rimdtres p, p', p"... 
d'une suite de lignes hris6es r^guUbres inscrites telles que ACDEB 
dont les nombres de c6t6s vont constarhment en doublant, et 
d' autre part les perimHres P, P', P"... d*une suite de lignes 
hrisies circonscrites correspondantes telles que AFGHKB. Gecl 

a lieu d'ailleurs, quel que soil le 
nombre des cdt^s de la ligne brisie 
inscrite initiale {fig. 187). 

Dans cet enonc6, nous avons ap- 
pele ligne bris6e circonscrite corres- 
pondante d'une ligne brisee regu- 
Fig. 187. liere inscrite la ligne brisee obtenue 

en menant les tangentes a Tare par 
les sommets de la ligne brisee inscrite. Si n est le nombre des 
c6tes de cette derniere, la ligne bris6e circonscrite correspon- 
dante a n + 1 cotes, qui sont tous egaux entre eux a I'excep- 
tion des deux extremes qui ne sont que la moili6 des autres. 
La propri6t6 fondamentale exprimee par la proportion 

p h 

p"r' 

oil p et P sont les p6rimetres de deux lignes correspondantes 
inscrite et circonscrite, h I'apotheme de la premiere, R I'apo- 
theme de la seconde.. c'est-a-dire le rayon de Tare, subsiste 
alors entierement, et Ton voit bien par suite que la proposition 
6nonc6e ci-dessus se d^montrera absolument comme celle du 
no 222. 

Pour calculer la longueur I de Tare, quand on le suppose 
plus petit qu'une demi- circonference, on aura alors des for- 
mules absolument semblables a celles que nous avons obtenues 
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P P' 
au n* 226 pour calculer it; la limite des nombres %-, %..., 

it K 
P P' I 

d'une part, et -,—..., d'autrepart, sera le rapport— . Gonnais- 
K 11 -K 

sant ce rapport, on pourra facilement obtenir la mesure de Tare 
en degres par la formule n z=: — — . 

Pour se convaincre que les formules n*ont a subir aucuue 
modification, 11 sufQt de remarquer que les formules du n^ 210 
s'appliquent aussi bien si a est la corde d*un arc quelconque 
plus petit qu*une demi-circonference, au lieu d'6tre suppos6 le 
cote d'un polygene r^gulier. (On effectuera les calculs en pre- 
nant comme ligne inscrite initiale la corde AB elle-mdme, dont 
nous appellerons la longueur a, et en faisant en mdme temps 
n==l.) 

ExempU. — Dans la circonf^rence dont le rayon est 1 m^trc, 
calculer la longueur de Tare qui a pour corde 1"^,414214. 

On aura le tableau suivant : 



n 


P 


P 




R 


R 


I 


1,414214 


2,000000 


2 


1,530734 


1,656855 


4 


1,560723 


1,591299 


8 


1,568275 


1.575863 


16 


1,570166 


1,572 060 


32 


1,570639 


1,571112 


64 


1,570757 


1,570875 


128 


1.570787 


1.570817 


256 


1,570794 


1,570802 


512 


1.570796 


1.570798 



On voit alors que Tare cherche a une longueur de 1", 570 797 
et vaut 90®. Comme nous avions pris le c6t6 du carre pour la 

corde a, nous devious trouver en effet comme r^sultat - . 

Lorsque le rapport de la corde au rayon est petit, les calculs 
vont bien plus vite : on pent d'ailleurs se contenter de calculer 

« 
les nombres^. 

Prenonspar exemple - = 0,174311. 

n 
Pour n = 2, on a j^ =0.174478; par n=4, 11 vient 
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f) * 

^ = 0,174519 et Ton arrive rapidement a la valeur definitive : 

i = 0,174533; 
Jtl 

Tare consid6r6 vaut par suite 10°. 

232. — Proposons-noiis maiutenaut de resoudre la question 
inverse : Trouver la corde dun arc (plus petit que la demi- 
circonf^rence) dont on connalt le rayon R et la longueur}. 

Soient p et p' les perimetres de deux lignes brisees regu- 

lieres inscrites dans Tare considfil'e et ayant respectivement 

n et 2n c6t6s. La formule (U) du n® 210 oil Ton remplace 

p , p' 
a par - et a par ^- donne : 
n ^ 2n 



R V \R/ 16n* \RJ 



ou 



R R V 16n* \R/ 



P P 

COnnaissant n et^, on peut done Qalculer^. Lorsque n est 

R R 

fera le calcul inverse de celui du n« precedent de la facon 
suivante : 

On cherchera quelle est la plus grande des puissances de 2 
qui, mise a la place de n, donne a la quantite 



rV 16ai»\R/ 

une valeur diff^rant de ^r d'au moins une unite du dernier ordre 

R 

decimal que Ton veut conserver; soit 2* cette puissance de 2; 

on calculera alors pk par la formule 



R R V 16n« \R/ 



oil n sera remplac6 par 2* : pu sera le p§rimetre de la ligne 
brisee inscrite de 2^^ c6tes. 
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Puis on calculera pt — u 1© perimetre de la ligae bris^e 
iascrite de 2*~"* cotes, par laformule 



R "~R V 16n« \RJ 



R 

oil n sera remplace par 2*~*; et ainsi de suite. 
Finalement, on obtiendra : 



R"~R V 64 \R/ 



et pi sera le perimetre de la ligne bris^e ioscrite de deux c6t6s ; 
on en tirera immediatement la longueur a de la corde cherch^o 
par la formule 



R rV 16 \R/ 



Exemple, — Galculer le rapport — pour Tare de 90**, 

Pour cet arc, on a ^=r:-=: 1,570796... 

Pour obtenir cinq decimales exactes, gardons-en six pendant 
le calcul. 

On peut prendre k=:S et Ton obtient successivement : 

^=z 1,570794; ^ = 1,570 787; 

IX JX 

^=1,570757; ^ = 1,570639; 

xv it 

^ = 1,570 166 ; £f zn 1 ,568 275 ; 
Jtl Jt\ 

^ = 1,560 723; ^ = 1,530 734; 
ix K 

ct ^ = 1,414214. 

Ix 

Si Tare est petit, le calcul sera bien plus rapide. Gherclions 
par exemple le rapport — pour Tare de 10°. 

I 
On a alors - = 0,174 533; on peut prendre A; = 4, et Ton a 

successivement : 

^=0,174 532; ^ = 0,174 529; 
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P± 
R 



0,174519; ^ = 0,1'J4478; 



et iinalement : 



a 



^=0,174311. 



EXERGIGES 



1 . — Galculer les longueurs des circonferencos qui ont pour 
rayons 1™,50; 3™, 95; 45™, 15. 

Mpmse. — 9"».42; 24"^,82; 283»,69. 

2. — La longueur d'une demi-circonf6rence est 173", 74; 
quel est son rayon? 

R^ponse. — 55™, 30. 

3. — Dans une circonf6rence de 12 metres de diametre, 
quelles sont les longueurs des arcs de 58®; 85*33'; 275®47'55"? 

R4ponse. — 6",07; 8™.96; 28™. 88. 

3. — Dans la m6me circonrerence, quelle est la vuleur en 
degr^s, minutes et secondes de Tare qui a pour longueur 7™,22? 
Riponse. — 68«56'45". 

5. — Dans une circonf^rence de 12 metres de rayon, quel 
est Tare sous-tendu par une corde de 6 metres? 

R6pome. — 28°57'. 

6. — Dans la mftme circonf^rence, quelle est la longueur de 
la corde qui sous-tend un arc de 35°? 

R^onse. — 7™,21. 

7. — Dans le cercle de rayon 1 metre, quelles sont les lon- 
gueurs des c6t6s des polygenes r^guliers convexes de 7, 9, 1 1 , 
13, 14c6t6s? 

i?<^on5e. — 0™,8678; 0™.6840; 0™,5635; 0™,4788; 0™,4448. 

8. — Galculer it en partant du polygene de 30 cot^s. 

9. — Quelle est la longueur de la circonf6rence inscrite dans 
le triangle dont les c6tes sont 15 metres, 14 metres, 13 metres? 

R^ponse. — 12™,57. 

10. — Quelles sont les longueurs des arcs d^termin^s par les 
trois sommets du mSme triangle sur la circonf6rence circon- 
scrite? 

iJ^pon^e.— 19™, 10; 16™,88; 15™,07. 

1 1 . Gonnaissant un arc et son rayon, calculer, par un pro- 
cdd6 analogue k celui du n<> 232, la longueur c de la ligne 
bris6e circonscrite form6e en menant les tangentes aux extr6- 
mit6s de Tare. 

Application. — 4 = 1.570 796. 
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P R 

(On obtient la formule — = — TpTT ^^*^^ utilisera 



•16n* \R/ 



comme au u^ 232. Oans le cas particulier donnS, le r^sultat 
est ^=2.) 
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§ i°^, — Les aires des polygenes. 

233. — On appelle aire I'^tendue d'une portion limil^e 
de surface. 11 y a done la m^me difference enlre les sens 
des mols aire et surface qu'enlre les sens des mots lon- 
gueur el ligne; d'ailleurs, on confond souvent dans le lan~ 
gage les sens des premiers mols, comme on confond ceux 
des seconds. 

Si deux figures peuvent coincider, on dil qu'elles sont 
6gales : il est clair que leurs aires sont alors ^gales. 

Si deux figures non 6gales ont des aires ^gales, on dit 
qu'elles sont iquivalentes, 

234. — Pour mesurer les aires, il faut choisir une 
unite d'aire. 

Toules les fois que Uuniti d'aire ckoisie ne sera pas 
indiquie d'une facon speciale, il faudra entendre que Von 
adopte pour cette unite Vaire du carr6 constt^it sur 
V unite de longueur. 

La raison de ce clioix est la suivante : pour mesurer 
une aire, il serait pen pratique de la comparer directe- 
ment kl'unite d'aire : comme le montreront les th^or^mes 
qui suivent, on d6duit la mesure de I'aire d'une figure de 
la mesure de certaines lignes de cette figure, et en adop- 
tant pour unite d'aire I'aire du carr6 construit sur la lon- 
gueur qui a servi d'unit6 pour mesurer ces lignes, les 
^nonces des tb6or^mes ainsi que les calculs deviennent 
Ir^s simples. 
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235. — Si Ton choisit Tun des c6l6s d'un rectangle 
pour basey Taulre regoit le nom de hauleur; la base et la 
hauteur d'un rectangle sont les deux dimensions du 
rectangle. 

Th^orj^me I 

Le nombre qui mesure Taire d'un rectangle ABGD 
est le produit des deux nombres qui mesurent les 
deux dimensions AB, AD de ce rectangle R, & con- 
.dition que ces deux dimensions soient mesur^es avec 
une m^me unit6 de longueur, et que Ton prenne 
pour unit6 d'aire le earr6 construit sur cette nnit6 
de longueur (y^^. 188). 

Supposons, par exemple, que les deux dimensions 

AB, AD du rectangle R soient mesur^es par les nombres 

7 3 

T et S7. Partageons la base AB en autant de parties 6gales 

qu'il y a d'unit^s dans le num^rateur du nombre qui la 
mesure, c'est-a-dire en 7 parties 
6gales, et par les points de divi- '^ — 
sion tels que B' menons des pa- ^, 
rall^les k la hauteur; partageons 
de m6me la hauteur AD en 3 par- 
ties 6gales, et par les points de 
division tels que D' menons des par allies k la base. Le 
rectangle R se trouve ainsi d^compos6 en rectangles tels 
que AB'G'D^ ces rectangles sont tous 6gaux entre eux; 
car leurs dimensions, parall^es h. AB ou horizontales, 
sont toutes ^gales it AB' d'apr^s la construction et la pro- 
pri6t6 des parall^les comprises entre parallfeles; de m^me 
leurs dimensions parallMes h AD ou verticales sont 
toutes ^gales ^ AD'. Quant au nombre de ces rectangles, 
c'est 6videmment 7X3, puisque le rectangle R a el6 
partag^ en 7 bandes verticales telles que AB'B/D, et que 
chacune de ces bandes contient 3 rectangles tels que le 
rectangle AB'C'D', que nous appellerons r. 

Si done on prenait I'aire du rectangle r pour unit^ d'aire, 



IP' I ' ' 

fV:_i ' L 

rill 
J I I 



Fig. 188. 
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H 



H' 



.1 



-i-^'l. 



1 



E JF' 

Fig. 189. 



Taire du rectangle R serait mesur^e par le nombre 7X3. 
Or, les dimensions de r sont respeclivement le quart 
et le cinqui^me de Tunil^ de longueur. Gonsid^rons alors 
le carr6 G construit sur Tunit^ de longueur, EFGH 
{fig. 189). Divisons la base EF en 4 parlies 6gales, et par 
les points de division tels que F' menons des parallWes h 
la hauteur; partageons de m6me la hauteur EH en 5 par- 
ties 6gales, et par les points de division 
tels que H' menons des parallMes a la 
base. Oa decompose ainsi G en rectangles 
6gaux tels que EF'G'H^ dont le nombre 
est 6videmment, en raisonnant comme 
plus haut, 4X5. Mais les rectangles 
EF'G'H' et r sont 6gaux, d'apr^s la con- 
struction, et par suite, si on prenait comme 
plus haut Taire du rectangle r pour unit6 d'aire, I'aire du 
carr6 G serait mesur^e pour le nombre 4x5. 

II r6sulte de 1^ que le rectangle R contient 7X3 fois le 
rectangle r contenu lui-m6me 4x5 fois dans le carr6 G; 
le nombre qui mesure Taire de R si on prend Taire de G 

7X3 

pour unit6 d'aire est done , ^ , c'est-^-dire le produit 

7 3 
des deux nombres fractionnaires 7 et = qui mesurent les 

deux dimensions, suppos^es rapport^es h. une m6me 
unit6, c. q. f. d. 

La demonstration pr^c^dente s'applique dans tous les 
cas, mais pent quelquefois se simplifier. Si, par exemple, 
les nombres qui mesurent AB et CD sont tous deux 
entiers, le rectangle r devient alors le carr6 G; si ces 
nombres ont tous deux pour num^rateur Tunit^, le rec- 
tangle r n'est autre que le rectangle R lui-m6me. 
• 236. Remarque. — En particulier, il r&ulte du 
th^or^me pr^c^dent qu'il y a 100 metres carr^s dans 
un d^cam^tre carr6 ; puisque, si on prend pour unit6 de 
longueur le mfetre et pour unit6 d'aire le mfetre carr6, 
Faire du d^cam^tre carr6 est mesur^e par le nombre 
10x10 = 100. 



^■^ 
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De m^me il y a iOOOO mMres carr6s dans un hecto- 
metre carr6, etc. 
Un mMre carr6 contient 100*"S 10000«»S 1 000000'*"^'. 

237. — On 6nonce d'habitude le th^orfeme pr6c6dent 
sous la forme incorrecte suivante, que I'usage a con- 
sacree : 

*Uaire du rectangle est ^gale au produit de ses tfeux 
dimensions, ou de sa baseyar sa hauteur. 

Mais, si Ton veut 6tre precis, et si Ton veut se rendre 
un compte exact du sens que Ton doit attacher k cette 
proposition, il est tout h fait ndcessaire de se reporter h 
r6nonc6 donn6 en premier lieu. 

Fxemples. — 1° Les deux dimensions d'un rectangle 
sont de 3 kilometres et de 2 centimetres. Quelle est en 
hectares la surface de ce rectangle? 

Prenons d'abord le metre pour unit6 de longueur, 
la surface cherch^e, exprim^e en metres carr^s, sera 
3000X0,02 = 60. 

L'hectare contenant 10000™*>, la surface cherch^e est 
0«%006. 

2° Un rectangle a pour surface 80 centiares, et Tune 
de ses dimensions est de 2™™ ; quelle est Tautre exprim^e 
en kilometres? 

La dimension inconnue est tkfvR X /^ rvr^a == ^Q^™« 

238. — Si R est le nombre qui mesure I'aire d'un rec- 
tangle dont les dimensions sont mesur^es elles-m^mes 
par les nombres a et b, on a, sous les conditions du th6o- 
reme pr6c6dent ; 

R=axb, 

On en d^duit que deux rectangles sont entre eux comme 
les produits de leurs deux dimensions, puisque si R' est 
un second rectangle de dimensions a' et b', on sl : 

R_ axb 
R'~a'x:b'' 
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Si les deux rectangles R el R' onl une dimension com- 
mune, b = b' par exemple, ils sont enire eux comme leurs 
dimensions non communes, puisque alors on pent 6crire : 

R_a 

Si un rectangle R est un carr6, on a a= ^, et par suite 
R = a* : le nombre qui mesure Taire d'un carr6 est le 
carr6 du nombre qui mesure son c6t6. 

239. — Dans un paralMlogramme, on pent choisirTun 
quelconque des c6t6s pour base; la hauteur est alors la 
distance de ce c6t6 au c6t6 qui lui est parallfele. 

TfljfiOREME II 

L^aire d^un parallMogramme ABGD a pour mesure 
le produit de sa base par sa hauteur [fig. 190). 

II est bien entendu que cet 6nonc6 n'est vrai que si 

Ton conserve les conditions de 1*6- 
nonc6 du tb^orfeme du n'^ 232 : nous 
omettons ces conditions pour abr6- 
ger le langage, mais il faut toujours 

■^ ^ — ^, les avoir pr^sentes k I'esprit; la m^mo 

Fig. 190. chose aura lieu pour, tons les th6o- 

r^mes suivants. 
Menons des points C et D les perpendiculaires CC et DD' 
sur la base AB. Les triangles ADD', BCC sont 6gaux, 
car ils sont rectangles, et ils ont Thypot^nuse 6gale 
(AD==BG comme parallMes comprises entre parallMes) 
et un c6t6 de Tangle droit 6gal (DD' = CC pour la m6me 
raison). 

Le parallflogramme ABGD est la somme du tra- 
peze BGDD' et du triangle ADIV; le rectangle CDC'D' est 
la somme du m6me trapeze BGDD' et du triangle BGC' 
6gal au pr^c^dent. II r^sulte clairement de 1^ que le 
parallelogram me consider^ est equivalent au rectangle 
CDG'D'; or, I'aire de ce dernier a pour mesure le produit 
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de ses deux dimensions CD, CC qui sont 6gales respecli- 
vemenl k la base AB du parall^logramme el k sa hauteur; 
i'aire du parallelogramme a done elle-m6me pour mesure 
le produit de sa base par sa hauteur, c. q. f. d. 

240. — Si P est Taire du parallelogramme, et sib eih 
repr^sentent sa base et sa hauteur, on a : 

P = bxh; 

on en d^duit des propositions analogues k celles que nous 
avons d^duites au n° 238 de la formule R=axb. 



TBtOKkvE m 

241. — L^aire d*un triangle ABC a ponr mesnre la 
moiti^ dn produit de sa base par sa hauteur Ifig, 191). 

Soit BC le c6te choisi pour base, AH la hauteur corres- 
pondanle. 

Par A et G menons les droites AD, CD respectivement 
parallMes ^ BG et AB. On forme ainsi un parall61o- 
gpamme ABCD et les deux trian- 
gles ABG, AGD sont 6gaux 
comme ayant les cdt^s 6gaux cha- 
cun k chacun. L'aire du triangle 
ABG est done ^gale k celle du 
triangle AGD, et par suite, est 
la moitie de I'aire du parallelo- 
gramme ABGD. Or, ce parallelogramme a pour base BG 
et pour hauteur AH comme le triangle donne ; son aire 
est done mesur^e par le produit BGxAH, et par suite 
Taire du triangle ABG est mesur^e par la moitie de ce 

i 
produit : xBGX AH, c. q. f. d. 

242. — Si S est Taire du triangle, a sa base, h sa hau- 
teur, on a : 

ANDOYER, — GfeOMETRIE. {0 




SftS 
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ce que Ton peut 6crire aussi, si cela est plus commode : 

_, a , h '. 

On d^duira de ces formules des consequences ana- 
logues k celles du n® 235 ; en parliculier on voil que : 

Deux triangles de meme base et de mime hauteur sont 
"equivalents; 

Deux triangles de meme base sont entre eux comme 
lews hauteurs; 

Deux triangles de meme hauteur sont entre eux comme 
leurs bases, 

Exemple, — Quelle est la surface du triangle Equi- 
lateral en fonction de son c6te a? 

H est alors le milieu de BC, et Ton a, dans le triangle 
rectangle ABH : 



A=v/«'-lJ 



par suite : 



A=|V^. 



a^\/i 



et S=iax|V^= ^ 



Si, par exemple, le c6t6 a un mfetre de longueur, la 
surface est 0"^4330. 

243. — Gherchons a exprimer la surface d*un triangle en 
fonction de ses trois cotes BG = a, GA = &, AB = c. On a 
d'apres le u» 187 : 

h=z- y/p(p — a) (p — 6) (p — c) oil 'lp=za + h + c\ 

on a done : 

S = Y = V^l>(p-a) (P-&) (p-c). 

La quantity designee au n® 187 par 8 est done pr6cis6ment 
la surface du triangle; cette remarque permettra d'enoncer 
sous une forme facile a retenir le resultat du n<> 188. 

Exemple, — Sia=15"», &=14™, c=13»; il vient S=84"»^. 

Soient I, l\ I'^les centres des cercles inscrit et exinscrits 
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au triangle ABC, et r, r\ r", r" les rayons de ces cercles 

{fig^ 192). 

Les triangles BIG, CIA, AIB ont respectivement pour bases 
a, ft, c et ont pour hauteur commune r; d*ailleurs leur somme 
est equivalente au triangle ABC ; on a done : 

et par suite 

S 
r = — 

V 

De m6me les triangles Brc, CI'A, Al'B ont respectivement 
pour bases a, 6, c et pour hauteur commune r'; d'ailleurs la 
somme des deux derniers diminu6e du premier est Equivalente 
au triangle ABC; on a done : 



3-r 


^ 2 


ar' 
2 


-( 


et par suite 










p— 


— • 
a 




On aurait de mdme : 






r'—- 


s ,.. 


< 


S 



& + c — a 



)=(P — o)^'. 



p — 6* 



p — c 



On pent done calculer aisement les va- 
lours de r, r\ r", r'", connaissant a, 
6, c. 

Exemple, — Soit a=: 15™, 6=14™, 
c =: 1 3™ ; on aura : 

r =1 4™, r' = 14™, r" = 12™, r' 
= 10™,5. 



."' 




Fig. 192. 



A cause de la valeur de S, on voit encore que Ton peut 6crire i 

S = \/ryy'.r'\ 

244. — Si un triangle est reclaDgle, sa surface est 
mesur6e par la moiti6 du produit des deux cot^s b, c de 
Tangle droit ou par la moiti^ du produit de Thypot^nuse a 



'J 
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par la hauteur h relative k I'hypot^nuse ; on a done I'^ga- 
lit6 ddjk obtenue (183) : 

be = ak, 

245. — Consid6rons un losange ABGD {fig, 193). Les 
^ diagonales AC, BD sont perpendiculaires 

Tune sur Tautre et se coupent muluelle- 
ment en parties 6gales ; soient d et rf' les 
longueurs de ces diagonales. Chacun des 
triangles rectangles AOB, BOG, GOD, 
DOA a pour mesure : 

et par suite le losange, qui est Equivalent 
k la somme de Cis quatre triangles, a 

pour mesure 5 dd'. Ainsi : La surface d'un losange a 

pour mesure la moitii du produit des deux diagonales. 

Gette propri^tE pent s'appliquer en particulier au carr6, 
ce qui en fournit une facile verification. 

Th^oreme IV 

246. — L^aire d*un trapeze ABGD a pour mesure la 
moitii du produit de la somme des bases par sa hau- 
teur [fig, 194). 

Menons la diagonale AG ; le trapfeze est Equivalent k la 

somme des deux triangles ABG, 
AGD ; le premier a pour base AB et 
pour hauteur GC', hauteur du tra- 
peze ; le second a pour base GD et 
pour hauteur AA' qui est aussi la 
hauteur du trapeze. Si done on dE- 
signe par T Taire du trapeze, par b 
et b' les deux bases AB, GD et par h la hauteur, on a : 

T^\bh + \b'h = ^^{b + b')h, c. q. f. d. 




Fig. 194. 
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Remarque. — La parallMe aux bases men^e par le 
milieu P de AC passe par les milieux M et N de AD et 
de BG (153) ; et les triangles semblables formes donnent : 

AB 



on a done : 



et par suite : 



NP = ^, MP=^; 



MN = MP + NP = -^» 



T=:MNxA. 



La surface (Tun trapize est done 6gale au produit de la 
hauteur par la droite qui joint les milieux des deux cdtes 
non paralleles. 

Get ^nonc6 s'applique au triangle en supposant. nulle 
Tune des bases. 

247. — Supposons maintenant qu'il s'agisse de mesurer 
Taire d*un polygone quelconque ABGDEFG. A cet eflfet, 
on le d^composera en portions qu'on sache mesurer ; on 
pourra, par exemple, le d6composer en triangles, soit par 
des diagonales issues ou non d'un mSme sommet {fig. 195 




F . 195. 




et 196), soit en joignant ses sommets k un point quel- 
conque silu6 dans I'int^rieur du polygone {fig. 197). II 
suffit de faire la somme des aires des triangles partiels 
ainsi formes pour obtenir I'aire du polygone. 

On pourra d'ailleurs, dans le dernier cas, choisir le 
point h I'ext^rieur du polygone {fig. 198) : I'aire du 
Dolvgone sera alors la difference entre la somme des aires 
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des triangles lels que OAB, OBC, OGD, ODE et la somme 
des aires des triangles tels que OEF, OFG, OGA. 

Supposons, par exemple, que le polygene soit tel qu'il 
existe un cercle quilui soit inscrit, c'est-^-dire qui lui soit 





Fig. 199. 

int^rieur et qui soit tangent h tous ses c6t6s. Soit ABGD 
le polygene et le centre du cercle inscrit de rayon r 
{fig. 199). Le polygene est Equivalent k la somme des 
triangles OAB, OBC, OCD, ODA qui ont pour bases les 
c6tes du polygene et pour hauteur commune le rayon r; 
sa surface est done : 

|(AB + BG + CD + DA)r, 

c'est-k-dire, d'une fagon g^n^rale, lamoitiidu produitde 
son perimetre par le rayon du cercle inscrit. 

^ Nous avens d'ailleurs d6jk 

D rencentr6 ce th^or^me dans 
B^ i j\ le cas du triangle (243). On 

^L_ 01 1 ''--''--^>F ol^^i^'^^r^i^ ^^ r^sultat ana- 
"i "c 1 ~iv/ logue facile ^ Enoncer s'il exis- 

• '/ tait un cercle exinscrit au po- 

lygone. 
Fig. 200. 248. — On peut encore de- 

composer le polygene en por- 
tions mesurables debien d'autres faQons. TraQons la plus 
grande diagonale AE et menens les perpendiculaires BB', 
CC\ DD', FF', GO' sur cette diagonale [fig. 200). Le poly- 



] 
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gone sera alors Equivalent k la somme des triangles rec- 
tangles ABB', EDD', EFF', AGG' et des trapezes rectangles 
BB'GC, GC'DD', FF'GG'; il sufflra done, pour obtenir 
son aire S, de connaltre les longueurs BB', CO', DD', 
FF', GG' des perpendiculaires et les segments successifs 
AB', B'G', G'G', GT', F'D^ D'E qu'elles d6terminent sur 
la diagonale AE : on aura alors : 

S = I AB' XBB' + 1 B'C'(BB' + GC) + 1 C'D'(GC' + DD') 
+ |d'ExDD'+ |fExFF + |f'G'(FF' + GG') 

+ iAG'xGG' 

__1 rBB'(AB' + B'G') + GG'(B'G' + G'D') + DD'(G'D'-| 
"~2 L + D'E) 4- FF (F'E + F'G') + GG'(FG' -f - AG') J 

_ i rBB' X AG' + CG' X B'D' + DD' X G'E + FF'X EG' 

""2 1 +GG'XAF. 

Si, par exemple, on suppose : 

BB'=5^2, CC'=:il^5, DD' = 7",4, FF'=8"»,6, 

GG'=9"^,7, AB'=2"^,i, B'G'=2»,3, G'G'=2^7, 

C'F' = 4"^,6, FD' = i",3, D'E=2»,2, 

on aura, en mMres carr^s : 

1 r5,2X7,l + il,5xi0,9 + 7,4X8,li 
^"~2L +8,6X10,8 + 9,7X11,7 J — ^^^^^y- 

On pent encore, plus g6n6ralement, projeter tous les 
sommets sur une droite quel- 
conque XX' en A', B', C'. D', 
E', F, G' {fig, 201) : I'aire S 
du polygone est alors egale 
h la somme des aires des 
trapezes rectangles tels que 
ABA'B', BCB'G', CDG'D', 
DED'E',diminueede la somme 
des aires des trapezes rec- 
tangles tels que AA'GG', GG'FF', FF'EE' ; il suffira done 




X A'B'G' C r' J>' E* X 

Fig. 801. 



"^ 
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de connallre les longueurs des perpendiculaires AA', 
BB'..., et les segments successifs A'B', B'G'..., qu'elles 
d^lerminent sur la droite XY, el Ton aura : 

S = I [A'B'( AA' + BB') + B'G'(BB' + CC) 

+ G'D'(OG' + DD'] + D'E'(DD' + EE') — A'G'(A A' + GG') 
— G'F(GG' + FF') -^ F'E'(FF' + EE')] 

= I [BB' X A'G' + CC X B'D' + DD'XG'E' -^ AA'XB'G' 
— GG' X A'F' — FF' X G'E' — EE' X F'D'] 

Si, par exemple, on suppose : 

AA' = 12^ BB' = 17^2, GG' = 23»,5, DD' =:19"»,4, 
EE' = 12^ FF = 3^4, GG'=2"^,3, A'B' = 2M, 
B'G' = 2^3, G'G' = 2^7, C'F' = 4",6, F'D' = 1^3, 
D'E'=2",2, 



on aura en mfelres. earr^s : 

S=^[i7,2X7,lX23,5xl0,9+19,4X8,i— 12X2,3 
-2,3X11,7 — 3,4X10,8— 12X1,3] = 214,29. 

On aura des formules analogues dans tons les cas de 
figure possibles. 

EXERCICES 

1 . — Una lame de parquet a la forme d*un parall61ogramme : 
les cotes ont pour longueur 64<'™ et9®"; Tun des angles du 
parallelogramme est de 45®. Combien faudra-t-il de pareilles 
lames pour parqueter une charabre rectangulaire ayant 5™, 2 5 
de long et 3™, 15 de large? 

Mponse. — 390. 

2. — Dans un trapeze ABGD, on connatt les bases et la hau- 
teur. Les c6t6s non paralleles AD, BG se coupent en 0. Evaluer 
I'aire des triangles AOB, GOD; en d^duire I'aire du trapeze. 

3 — L'aire du trapeze est 6gale au produit d'un de ses cotes 
non paralleles par la perpendiculaire abaiss6e surlui du milieu 
du c6t6 oppos6. 

4. — Soit G le point de concours desmMianes d'un triangle 
ABG; les triangles ABG, AGG, EGG sont Equivalents. 
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5. — Ua champ a la forme d'aa triangle ABC dont les cotes 
ont pour longueurs AB = 60"*, 5; AG = 52"»,4; BG = 45"». On 
demande : 1® de calculer la surface de ce triangle; 2® de trou- 
Y^r dans son int^rieur un point tel que les triangles AOB, 
AOC, BOG soient Equivalents. On calculera les distances du 
point aux trois cdt^s du triangle. 

y?^;)on5e. — 1M145"»,84...; 2« 12"»,62...; 14"»,57...; 16«,97... 

6. — Les deux triangles qu*on forme en joignant un point 
pris dans Tinterieur d*un parallElogramme aux extr^mites de 
deux c6tes opposes, ont une somme Equivalente a la moitie du 
parallelogramme. . . 

Gas ou le point est ext^rieur au parallelogramme. 

7. — Soit P un point pris dans le plan d'un parallelogramme 
ABCD ; le triangle PAG est equivalent a la somme ou a la dif- 
ference des triangles PAB et PAD suivant la position du 
point P. 

8. Si dans un quadrilatere convexe les deux diagonales sont 
rectangulaires, I'aire de ce quadrilatere est 6gale a la moitie 
du produit des deux diagonales. 

9. — Dans un triangle rectangle ABC, on a, en appelant a 
rhypot^nuse, 6 et c les cotes de Tangle droit, p le demi-peri- 
metre et S la surface : 

S=P (p-.a)=:(p — t) ip — c). 

10. — Galculer les cot^s etla surface d'un triangle dont on 
connait les trois hauteurs h, h\ h". Application : 

h=0'^Ao, /i'=0^20, /i" = 0M25. 

(Le triangle cherche est scmblable au triangle dont les cotes 

1 1 1 

seraient mesures par -r. -7, 777. — On en d^duit tout de suite : 

h ti h 

mponse. — 0».24; O^^.SO; 0'",48; O'n'i.03. 

11. — Quel est le lieu g^ometrique des sommets des triangles 
qui ont une base donnee et une aire donnee? 

12. — Deux triangles ont un sommet variable commun, et les 
cotes opposes sont fixes. Quel est le lieu g6om6trique du sommet 
lorsque la somme ou la dilTerence des aires des deux triangles 
conserve une valeur donnee? 

13. — Le triangle forme en joignant les milieux de trois 
cotes consecutifs d'un quadrilatere convexe est Equivalent au 
quart de ce quadrilatere. En dEduire que si a, b,' c^ d sont les 

10. 
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quatre c6t6s consecutifs du quadrilatere, mein ses diagonales, 
Taire est donnee par la formule 

S=-y/(2mn + a> — 6«+c«— d«)(2mn — a> + 6«— c> + d«). 

14, — Si le quadrilatere est inscriptible, la formule pr6c6- 
dente devient : 



1 



S= - ^(^b+e+d—a){a+G+d—b)(a+b+d'-c)(a+b+c-'d). 

15. — Si le quadrilatere est a la fois inscriptible et circca- 
scriptible, la formule pr6c6deiite devient : 



S=\/abcd, 
16. Si le quadrilatere est un trapeze de bases a et c, on a : 



1 a + c 



8=-^ j3^V/(&+c+d-a) (a+b+d—c) {a—c+b—d) (a-c+d— ft). 

17. — On construit des carres sur les trois c6t6s d'un 
triangle rectangle, ext^rieurement a ce triangle, et on joint les 
sommets cons6cutifs de ces carres. Quelle est la surface totale 
de la ligure ainsi form6e? 

R^ponse. — 1{b^ + bc + c*). 

18. — Si deux triangles ont un angle egal ou suppl^mentaire, 
leurs aires sent entre elles comme les produits des cotes qui 
comprennent cet angle. 

(On comparera les deux triangles avec un triangle auxiliaire 
ayant une hauteur commune avec chacun d*eux.) 



g 2. — Les aires des polygones r^guliers et du cercle. 



Th^oreme V 

249. — L'aire d^un polygone r^gulier a pour mc- 
sure la moiti6 du produit de son p^rim^tre par 
rapoth^me. 

Ce th^or^me r^sulte immddialement de la remarque 
faite h. la fin du n** 247, puisque le polygone est circon- 
scrit k un cercle dont le rayon est pr^cis^ment Tapo- 
thbme (205). 
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Si h est I'apolh^me et p le p6rim^lre, on a done pour 
Taire S du polygone la formule : 

S=2p.A. 

Si n est le nombre des c6t^s du polygone et a le cole, 
on a encore : 

Fxemple. — Dans le dod^cagone r^gulier, on a en fonc- 
tion du rayon R du polygone : 

a=RV/2-V^3, A = |v^2 + /3; 

par suite : 

S = 3R2V^2 — v/3xV^2-f v/3 

= 3R« V/(2-v/3J(2 + v/3) = 3R> v/4-3 = 3R^ 

250. — Si Ton consid^re un second polygone r^gulier 
ay ant le m^me nombre de c6t^s, et par suite semblable au 
pip^c^dent, dont le perim^lre soit p' et Tapothfeme h\ sa 
surface S' sera : 

S'=|p'A'. 



On aura done 






S' p' 

mais d'apr^s un th^orfeme connu i^^Tj sont ^gaux tons 

deux au rapport de similitude des deux polygones qui est 
encore ^gal au rapport des rayons et au rapport des 
c6l6s. On pent done dire que le rapport des aires dedeiix 
polygones reguliers semhlahles est egal au carr4 du rap- 
port de similitude de ces deux polygones^ c'est-d-dire au 
carr4 du rapport de leurs rayons, ou de leurs apothemes^ 
on de leurs cotes, ou de leurs perimetres. 
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ThiSoreme VI 

« 

251. — L^aire K d^un cercle O a pour mesure la 
moiti6 du produit de sa circonfSrence G par son 
rayon R (fig, 202). 

Gonsid^rons une s6rie de polygenes reguliers inscrils 
dans la circonf6rence dont les nambres de c6l6s aillent 
conslamment en doublanl; soient 5, s', s"..., les surfaces 
de ces polygenes, p, jo', p",.., leurs pMmfelres, A, h', A"..., 
leurs ape themes. On a : 

Les quantil6s 5, s', s"..., vont manifeslemenl en crois- 
sant conslamment, et restent plus petites que K ; comme 
les p^rimfelres p, p\ />"..., tendent vers la longueur G 

de la circonKrence en mtoe temps 
que les apoth^mes h, A', A"... tendent 
vers le rayon R (221), il en r^sulte 
que les quantil^s 5, s', s"... tendent 

1 

vers la limite ^r GR. 

Gonsid^rons de m6me une s^rie de 

Fig. 202. polygenes reguliers circonscrits sem- 

blables aux pr6c6dents; soient S, S', S''..., les surfaces 

de ces polygenes, et P, P', P"..., leurs p6rim^tres; on a : 

S=|PR, S' = |fR, S'' = |p"R... 

Les quantit^s S, S', S"..., vont manifestement en d6- 
croissant constamment et restent sup6rieures ^ K; comme 

les p^rimMres P, P', P"... tendent vers G, ces quantit^s 

1 

ont aussi pour limite ^ GR. 

La quantity K ^lant toujours comprise entre deux quan- 
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lil^s correspondanles des suites s, s', s"... el S, S', S''... 

4 
el ces deux suiles avant la m6me limile ^ CR, il en r6- 

suite n^cessairement I'^galil^ : 

K = |gR, c. q. f. d. 

252. — Si Ton remarque que 

G = 27rR, 
il en r^sulle 

K = irR« 

el aussi : 

G« 



K = 



4ir 



Ges formules permellront de calculer la surface d'un 
cercle, connaissant son rayon ou sa circonference ; les pro- 
blames inverses seront rdsolus par les formules : 



R=:\/^, G = 2i/^. 



Ces formules nous monlrent encore que les aires de 
deux cercles sont proporlionnelles aux carr6s de leurs 
rayons ou de leurs circonf^rences. 

Fxemples. — 1° Quelle est la surface d'une pi^ce de 
5 francs en argent, sachant que son diamfetre est O^'jOST? 

La surface en centimetres carr6s sera : 

4 

2° Quelle est, en kilomfelres carr^s, la surface d'un md- 
ridien lerrestre? 
On a : 

R = (i2Ml=127323954. 

4ic 

3" Quel est le rayon du cercle dont la surface est 
de l""^? 
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En metres, on a : 

/I 



R = y-=^/0,318310=0^564... 

4* Quelle est la circonKrence d'un bassin circulaire qui 
a 100"i de surface? 
En metres, on a : 



G = 2 v/314,1593 = 35^45... 

253, — On appelle secteur circulaire la portion de 

cercle comprise entre un arc ACB 
„ G et les deux rayons OA, OB qui abou- 

0lissent k ses exlr^mil6s (Jig. 203). 
Si on inscril dans le secteur une 
ligne brisee r^guli^re ACDB, le poly- 
gone OACDB est un secteur polygo- 
nal rdgulier inscrit dans le secteur 
circulaire. 
11 est Evident que I'aire d'un sec- 
Fig.203. ^gyj. polygonal r^gulier OACDB a 

pour mesure la moiti6 du produit 
du perim^tre de la ligne bris6e ACDB par son apolh^me : 
car ce secteur est decomposable en triangles tels que 
OAG, OGD, ODB qui ont pour bases les diff6rents cotes 
de la ligne brisee inscrite AGDB et pour hauteur commune 
Tapoth^me de cette ligne. Si, en meme temps que la ligne 
bris6e r^gulifere inscrite AGDB, on consid^re la ligne 
brisee circonscrite correspondante (231) AEFGB, le poly- 
gone OAEFGB sera le secteur polygonal circonscrit cor- 
respondant au secteur polygonal regulier inscrit ACDB. 
Comme plus baut, il est clair que I'aire du secteur poly- 
gonal circonscrit OAEFGB a pour mesure la moiti6 du 
produit du perim^tre de la ligne brisee AEFGB par le 
rayon de la circonf^rence : car ce secteur est decom- 
posable en triangles tels que OAE, OEF, OFG, 0GB qui ont 
pour bases les differents c6t6s de la ligne brisee AEFGB 
et pour hauteur commune le rayon de la circonKrence. 
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TnjfeORtME Vn 

254. — L^aire d'un secteur circulaire a pour me- 
sure la moiti6 du produit de Pare qui le limite par 
son rayon. 

Ge Ih^or^me se d^monlrera d'une fa^jon absolument 
idenlique au lh6or^me du n"* 251, grAce k ce que nous 
avons dil au n° 231 sur la longueur d'un arc quelconque. 

Si R est le rayon et /la longueur de Tare, on a done, en 
d^signanl par S I'aire du secteur : 

s=|m; 

si n est la mesure de Tare en degr6s et fractions de 
degr^, on a d'ailleurs : 

, TzRn 

180 
et par suite : 

7rR«n 

^ "■ 360 ' 

formule qui permetlra de calculer Tune des trois quan- 
tit6s S, R, n, connaissant les deux aulres. 

On voit que deux secteurs d'un m^me cercle sont pro- 
portionnels k leurs arcs; cette proportion pent 6lre 
d6montr6e directement sans aucune difficulty, et I'on arri- 
verait ainsi k d^duire Taire du secteur de celle du cercle 
suppos^e conniie. 

On voit encore que dans deux cercles diff^rents, les aires 
de deux secleurs dont les arcs sont mesures par le m^me 
nombre de degr^s sont proporlionnelles aux carr^s des 
rayons. 

Exemples, — 1° Quelle est Taire du secteur de 10" 
dans le cercle dont le rayon est 1 m^tre? 

On a en moires carr^s : 

S = ~ = 0"^S0872665. 
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2° Quel est le secleur dont la surface est ^gale au carr6 
du rayon ? 
En degpes, sa mesure est : 

w=— =*360X0,318309886... 
= 114<'35'29",612... 

255. — On appelle segment de cercle la portion du 
cercle comprise entre un arc AMB et sa corde AB 

ifig^ 204). 

L'aire du segment AMB, plus petit 
qu'un demi-cercle, est la difference 
des aires du secteur OAMB, et du 
triangle AOB. 
Si S est l'aire du segment, / la lon- 
"JT gueur de Tare AMB, a la corde AB, R le 

Fig. 204. rayon du cercle, on a done, en d6si- 

gnant par h la hauteur OG du triangle AOB ; 

1 1 

et comme le triangle rectangle AOG donne : 




il vient : 



1 1 / fl* 



Si n est la mesure en degr^s de Tare AMB, on peut 
6crire : 

s=i6o--2V^^-r 

Si, au lieu du segment AMB, on considerait le seg- 
ment ANB plus grand qu'un demi-cercle, on 6valuerait 
son aire en faisant la somme des aires du secteur ANB et 
du triangle AOB. 
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Fxemples, — 1® Quelle est Taire du segment d^ler- 
min6 par un arc de 60** dans le cercle dont le rayon 
est 1 mMre? 

En metres carr^s on a : 



puisque la corde de Tare de 60** est 6gale au rayon. 
On trouve done : 

S=:^-^==0»S0906. 

2® M6me question pour le segment d6termin6 par un 
arc de lO**? 

La corde de ce segment est (232) 0°, 174311 ; par suile, 
en moires carr6s : 

S=J— 0,087156 -f/l- (0,087155)* 

=0,087266-0,086824 
=0*^000442. 



EXERCICES 

1. — Galculer a moins d'un centimetre carr6 les aires des 
polygenes r6guliers de 3, 4, 5, 6, 8. 10, 12, 15, 30 cotes in- 
scrits dans une circonference qui a I metre de rayon. 

2. — M6me question pour les polygenes circonscrits corres- 
pondants. 

3. — En partant du theoreme qui donne Taire du cercle, 
6tablir une m^thode pour calculer it analogue k celle qui a 6t6 
donn^e anterieurement. L'appliquer au calcul de it en partant 
soit du carr6, soit de Thexagone, soit du pentagone. 

4. — On polygene irregulier a pour surface 425 metres car- 
r^s et pour p^rimetre 1 79 metres ; il est de plus circonscrit a un 
cercle ; trouver I'aire de ce cercle. 

Riponse, — 70"<i,84. 

5. — Une couronne circulaire plane a une largeur 6gale 
a 2 metres; on salt de plus que le rapport de la surface de 
cette couronne a la surface du cercle qui a une circonf6rence 
moyenne arithmetique entre celles qui comprennent la couronne 
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est 6gal a 2. Calculer les rayons des deux circonferences qui 
limitent la couroone. 

B4ponse. — 3 metres et 1 metre. 

6. — On d6crit sur riiypot^nuse BG d*un triangle ABC un 
demi-cercle qui passe en A et sur les deux c6t6s de Tangle 
droit des demi-cercles exterieurs au triangle. La somme des 
portions de ces deux derniers demi-cercles qui sont exterieurs 
au premier est ^quivalente au triangle consid6r6. 

7. — Soit un cercle de rayon R; d*un point P exl^rieur 
et a la distance a du centre on mene les tangentes PA, PB. 
Quelle est I'aire du triangle mixtiligne PAB? 

(La corde AB a pour longueur — j/o* — R' ; si I est Tare 

ct 

correspondant, la surface cherch^e sera R y/o» — R* r- j • 

Application, — On a a = 2R. La surface est 

R«(/3 — |Wo.685.R*. 

8. — Calculer la surface des triangles mixtilignes formes 
par les c6t6s d*un triangle Equilateral de c6t6 a et le cercle 
inscrit. 



mpotise.-^f^iys^'l'j 



9. — Calculer la surface des segments compris entre les 
cot^s d*un triangle Equilateral de c6t6 a et le cercle circonscrit. 



«^— fd-i?) 



10. — Si deux cercles sont orthogonaux, leur somme est 
equivalente au cercle qui a la distance des centres pour rayon. 

§ 3. — La comparaison des aires. 

TfllSORilME VIII 

256. — Le rapport des aires de deux polygenes 
semblables est 6gal au carr6 du rapport de simi- 
litude de ces deux polygones. 

Gonsid6rons d'abord deux triangles semblables ABC, 
A'B'C dont les hauteurs sont AH et A'H' et les aires T et T' 
{fig. 205). On a : 



d'oti 
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T = |bCxAH, r = |B'G'xA'H', 



BCXAH EG 
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______ AH 

B'C X A'H' "" B'C ^ A'H' 



Les triangles rectangles ABH, A'B'H' sont semblables 
comme ayant. les angles aigus ^ 

en B et B' ^gaux : ces angles sont 
en eifet homologues dans les trian- 
gles semblables ABC, A'B'G'. On 
a done : 

AH AB 





A'H' A'B 



AD/ 



H C B' tt' C 

Fig. 205. 



et par suite : 



T BG 



AB 



T' — B'G' ^ A'B' 



Mais chacun des rapports rj^^ jj^, est, par definition, 

6gal au rapport r de similitude des deux triangles, on a 
done flnalement : 



T 



7 = r', c. q. f. d. 



Envisageons maintenant deux polygones semblables 
quelconques; on pent les decomposer en un m6me 
nombre de triangles semblables et semblablement dispo- 
ses, et le rapport de similitude de deux triangles corres- 
pondants dans ces deux s6ries de triangles semblables est 
6gal au rapport de similitude r des deux polygones (170). 
Soient T^, Tg* T3..., les aires des triangles de la premifere 
s^rie, T^'', Tg', T3'..., les aires des triangles correspon- 
dants de la seconde s6rie; d'apr^s ce qui pr^cMe, on a : 

^ y» ^ — ..« Zl — ^« . 
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d'apr^s une propri6t6 •connue de la lli^orie des rapports, 
on en lire : 

^1 4" ^2 "r ^3 "r ' • * J 

etcommelessommesTi-fT2+T3+...,T'i-t-r8-fT'3+... 
sont respeclivement les aires des deux polygones consi- 
d^r^s, le Ih^orfeme est d^monlr^. 

En verlu de la definition du rapport de similitude de 
deux polygones semblables, on 6nonce souvent ce th6o- 
r^me sous la forme suivante : Deux polygones semblables 
sont entre eux comme les cdrris des cdtes homologues, 

Remarque. — Nous avons d6j^ rencontr6 un cas par- 
ticulier du th^orfeme que nous venons de d^montrer 
quand nous nous sommes occup^s des polygones r^gu- 
liers (250). 

257. Application. — Dans deux cercles et 0' de 
rayons diff6rents ^ et R', les aires de deux segments 
limitds par deux arcs AMB, A'M'B' mesuris par le mime 
nombre de degris sont proportionnelles aux carrds des 
rayons correspondants {fig, 206). 

On a en eifet : 

Seg. AMB = sect. OAMB — tr. OAB 

Seg. A'M'B' = sect. O'A'M'B' - tr. O'A'B'; 




Fig. 206. 

or, d'apr^s le n® 254, on a : 

Sect. OAMB __ R^ , 
Sect.O'AWB'""R'*' 

en outre, les angles AOB, A'O'B' sont 6gaux, et par suite 
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les triangles isoc^les OAB, O'A'B' sont semblables, de 
sorle que Ton a, d'apr^s le lh6or5me pr^c^denl : 

tr. AOB __ OA* __ R' 
lr.AWB'""oT/*~"R'«* 

D'apr^s une propri^t^ connue de la Ih^orie des rapports, 
on en tire : 

Segm.AMB _ R^ 
Segm.AWB'~"R'«*^'^'*'^- 

258. — Les r^sultats que nous avons obtenus en 6lu- 
diant la mesure de I'aire d'un reclangle et en parliculier 
d'un carr6 vont nous permettre d'6noncer sous une forme 
diff^rente et peut-^lre plus g6om6trique la plupart des 
tii^or^mes que nous avons d^montr6s aux §§ 3 et 4 du 
livre in. 

Remarquons d'abord que dire qu'une droite A est 
inoyenne proporlionnelle ^ntre deux droites B et G est la 
m^me chose que dire que le carr6 construit sur la 
droite A esl Equivalent au reclangle qui a pour dimen- 
sions les droites B et G. De m6me, dire qu'entre quatre 

A C 
lignes A, B, C, D exisle la proportion ^=fjest la mSme 

chose que dire : le reclangle qui a pour dimensions les 
lignes B et G est Equivalent au reclangle qui a pour 
dimensions les droites A et D. 

Entre autres thEor^mes, nous pourrons done Enoncer 
les suivants : 

Le carr6 construit sur la somme {ou la difference) de 
deux longueurs est equivalent a la somme des carres 
construits sur ces deux longueurs augmentie {ou dimi- 
nuee) de deux fois le rectangle qui a ces deux longueurs 
pour dimensions (173). 

Le rectangle qui a pour dimensions la somme et la 
difference de deux longueurs est ^quiv&lent a la difference 
des carres construits sur ces deux longueurs (173). 

Dans un triangle rectangle ABC, le carr6 construit sur 
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la hauteur AD issue du sommet de Vangle droit est Equi- 
valent au rectangle qui a pour dimensions les deux seg- 
ments BB,et CD (180). 

Dans un triangle rectangle ABC, le carre construit sur 
un c6t6 AB de Vangle droit est Equivalent au rectangle 
qui a pour dimensions Vhypotinuse BG et le segment BD, 
projection de AB sur BC (180). 

Dans un triangle rectangle ABC, le carri construit sur 
Phypot^nuse BC est equivalent d la somme des carrds 
construits sur les deux cdtis de Vangle droit (182). 

Dans un triangle quelconque ABC, le carrE construit 
sur un cdtd AC oppose a un angle aigu (ou obtus) est 
Equivalent d la somme des carrEs construits sur les deux 
autres cdtEs, diminuee [ou augmentEe) de deux fois le rec- 
tangle qui a pour dimensions Vun de ces cdtEs, BC, et la 
projection BD de V autre sur lui (184, 185). 

259. — La plupart de ces Ih^or^mes, lels que nous 
venons de les 6noncer, sonl susceplibles d'une demons- 
tration directe. Nous d6montreron8 simplement le suivant : 
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Dans un triangle rectangle ABC, le carr6 BGEF 
construit sur Thypot^nuse BG est Equivalent k la 
somme des carr^s ABGH, AGIK construits sur les 
deux c6t6s de Tangle droit {fig, 207). 

Remarquons d'abord que Tangle en A ^tant droit, 
AG est le prolongement de AC et AI le prolongement 
de AB. Soit AD la perpendiculaire men^e de A surVhypo- 
t6nuse, et R le point oh elle coupe EF. Nous allons 
d^montrer que les carr^s ABGH, ACIK sont respective- 
ment Equivalents aux rectangles BDER, CDFR : le th^o- 
r^me en r^sultera imm6diatement (et en m^me temps, la 
deuxifeme partie du tb6or^me du n** 180). 

D6montrons, parexemple, T^quivalence du carr6 ABGH 
et du rectangle BDER. Menons les droites AE et CH. Les 
triangles ABE, CBH ont les angles en B 6gaux, comme 
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formes d'une partie commune, Tangle ABC, el d'un angle 
droit, Tangle QBE ou Tangle ABH; en outre, lesc6l6sBE 
el BG sont 6gaux comme c6l6s d'un carre, les c6l6s AB 
el BH sonl ^gaux pour une raison analogue. Les deux 
triangles consid^r6s ayant un angle 6gal compris entre 
deux c6l6s opposes chacun k chacun sonl ^gaux. D'autre 
pari, le triangle ABE a pour base BE comme le rec- 
tangle BDER; sa hauteur AP est 6gale k la hauieur de ce 
rectangle : on en d6duil 
imm^diatement , d*a- 
pr^s la mesure de Taire 
du triangle, que le rec- 
tangle BDER est Equi- 
valent k deux fois le 
triangle ABE. Demtoe 
le triangle CBH a pour 
base BH comme le carr6 
ABHG, el sa hauteur 
GQ est 6gale k la hau- 
teur de ce carr6 : le 
carr6 ABGH est done 
Equivalent k deux fois 
le triangle GBH. Mais 

les triangles ABE, CBH sont 6gaux, el par suite Equi- 
valents : il en est done de mEme du rectangle BDER et 
du carrE ABGH, c. q. f. d. 




§ 4. — Probl6mes et constructions graphiques. 



PboblMb I 

260. — Gonstruire un triangle Equivalent k un 
polygene donn6. 

II suffll Evidemmenl de rEsoudre la question suivante : 
Etanl donnE un polygone quelconque ABCDEF, trouver 
un polygone qui lui soil Equivalent et qui ail un c6le de 
moins {fig. 208). L'applicalion rEpElEe de la construction 
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que nous allons indiquer permettra d'arriver flnalemenl 
h un triangle Equivalent au polygene donn6. Menons une 
diagonale AE qui d^lache du polygene un triangle AEF ; 
par F menons une parallfele k AE qui coupe AB en G, et 
menons EG. 
Le polygene GBCDE a un c6t6 de moins que le poly- 
gone donn6 et lui est Equiva- 
lent ; pour le faire voir, il sufGt 
6videmment demontrerl'Equi- 
valence des triangles AEF, 
AEG. Or ces triangles ont 
mftme base AE et mEme hau- 
teur, puisque leurs sommets 
sont sur une parallMe h leur 
base commune : ils sont done 
Equivalents. 
Hemarque. — On pent Evaluer Faire d'un polygene 
en le transformant en un polygene Equivalent. 

Si, par exemple, il s'agit d'un 
trapeze ABGD [fig. 209), on 
construira le triangle ADE qui 
lui est Equivalent en menant 
GE parall^Ie k BD, et, comme on 
a BE = CD, on en dEduira la 
formule dEj^ obtenue pour calculer I'aire d'un trapfeze 
(246). 




Fig. 208. 




Fig. 2dd. 



Probleme n 



261. — Construira un carr6 Equivalent k un poly- 
gone cLonn6. 

On construira d'abord un triangle Equivalent au poly- 
gone donnE; soient 6 et A la base et la hauteur de ce 
triangle, et x le c6tE du carrE cherchE : on doit avoir : 

2 



}■ 
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et par suite x sera la moyenne propoplionnelle enlre la 

1 

demi-base 36, et la hauteur A, par exemple. 

Si le polygene cherch6 est un rectangle, ou un paral]6- 
logramme, ou un trapeze, sa surface est le produit de 
deux lignes : la moyenne proportionnelle entre ces deux 
lignes sera le c6t6 du carr6 cherch^. 



PROBiiiME in 

262, — Gonstruire un polygone Equivalent k un 
polygene cLonn6 P et semblable k un autre polygone 
cLonn6 Q. 

Soit p le c6t6 du carr6 Equivalent h P ; soit de m6me q 
le c6t6 du carr6 Equivalent h Q ; soit enfln a un c6t6 
quelconque de Q et a? le c6t6 homologue du polygone 
cherchE. On aura (256) : 

p* X* 

p* 

puisque — , est le rapport des. aires du polygone cherch6 

et du polygone Q. On en tire : 

ap 
x = -^9 

9 

et Ton est ramenE k la construction d'une quatrifeme pro- 
portionnelle. Connaissant x, on sera ramenE auproblfeme 
du n*» 198. 



Probleme rv 

263. — Solent P et P' deux polygones semblables; 
construire un polygone semblable aux pr6c6dents 
et Equivalent k leur somine ou k leur difference. 

Soient a, a', x trois c6tEs homologues dans les poly- 

ANDOYER. — G£0M£TRI1S 11 
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gones P, P' et dans le polygene cherch6; soienl P, P', X 
les aires de ces trois polygenes. On a (256) : 

P_a^ P^__a^ 

Ajoulant membre k membre el remarquant que 

P±:P' = X, 

il vient 

suivant que le polygene cherch6 est Equivalent h. la 
somme ou h la difference des deux polygenes donnas. 

S'il s'agit de la somme, x sera rhypol6nuse d'un 
triangle rectangle ayant pour c6t6s de Tangle droit a 
et a'; s'il s'agit de la difference, x sera le second c6i6 de 
Tangle droit d'un triangle rectangle ayant a pour hypo- 
tenuse et a' pour premier c6t6 de Tangle droit. 

Connaissant x, on sera ramenE au probl6me du n° 198. 

Remarque. — La question analogue relative aux 
cercles se r^soudra d'une faQon identique. 

PROBlilME V 

264. — Gonstruire un polygone semblable k un 
polygone donn6 P, et dont Taire soit k Taire P dans 

un rapport donn6 —• 

Soient a et ar deux c6t6s homologues de P et du poly- 
gone cherch6. On doit avoir : 



d*oti 



a?* m 



, - m am 
x' = a* — = a. — ; 
n n 



or il est facile de construire la longueur — , que le rap- 
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port — soit celui de deux lignes ou celui de deux nombres. 

line foi^ cette longueur construile, il suffira de chercher 
la moyenne proporlionnelle enire elle et a pour oblenir x. 

Connaissant a?, on sera ramen^ au probl^me du n° 198. 

Remarque. — La question analogue relative aux 
cercles se.r^soudra d*une fagon identique. 



EXERCICES 

1. — Partager un triangle donn^ par une parallele a I'un 
des cotes en deux parties dont les aires soient dans un rapport 
donne. 

2. — Partager un triangle donn6 par une droite issue d*un 
sommet en deux parties dont les aires soient dans un rapport 
donn6. 

3. — Partager un trapeze par une parallele aux bases en 
deux parties dont les aires soient dans un rapport donn6. 

4. — Inscrire dans un triangle donne un rectangle ayantune 
aire donnee. 

5. — Partager un cercle en parties proper Lionnelles a des 
nombres donnes par des circonferences concentriques. 

6. — Inscrire dans un cercle donne un rectangle de surface 
donnee. 

7. — Construire un triangle, connaissant ses angles et sa 
surface. 

Questions diyerses de g^om^trie plane 

1. — A un cercle de rayon donne R est circonscrit un qua- 
drilatere ABGD dont une diagonale AG passe par le centre 0. 
La distance AO est double du rayon, et les deux angles oppo- 
ses A et G de ce quadrilatere sont suppl6mentaires : 

1° Evaluer les angles B et D, I'aire du triangle AIO (I etant 
le point de contact de AB) et Taire du quadrilatere ABGD: 

2® Evaluer le rayon du cercle qui passerait par les quatre 
sommets du quadrilatere. 

Gomme application, on supposera Rz=: 1™,2, 

2. — On donne deux cercles et 0'; le rayon du premier 
a 0"*,06, celui du second 0™,03, et le centre du second est place 
sur la circonference du premier. On trace la tangente com- 
mune AA' qui coupe la ligne des centres en T : 

l® Galculer la distance OT; 
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2® Galculer la longueur AA' de la tangeute commune; 

3° Que devraiL 6tre le rayon de la petite circonference pour 
que, celui de la grande ne changeant pas, la tangente com- 
mune ait une longueur de 0™,04? 

3. — Soit ABC un triangle dans lequel Tangle A est droit et 
Tangle B double de Tangle G. On donne Thypotenuse BC = a : 

1® On demande de calculer les deux cotes de Tangle droit: 
2° On consLruit sur Thypotenuse le carre BCDE, puis sur 

AH et AG les triangles equilateraux ABF et AGG; calculer la 

(lislance du point F a la droite BE et la distance du point G a 

la droite AF; 

3° Galculer la surface totale EFGB obtenue en joignant F a G 

et a E. 

4. — Une ligne droite xy et deux points A et B etant donnes 
dans le m6me plan, trouver sur la ligne ccy le point d'oii Ton 
voit la droite AB sous le plus grand angle possible. 

5. — Dans une circonference de rayon donne R, on trace 
une corde fixe AB, puis une corde AM mobile autour du 
point A. On construit ensuite le parallelogramme ABDM dont 
deux cotes adjacents sent AB et AM et on menela diagonale AD. 
On demande : 

1° Trouver le lieu g6om6trique des milieux des diagonales 
telles que AD lorsque le point M se deplace sur la circonference; 

2° Parmi tous les parallelogrammes oinsi construits, quel est 
celui dont la diagonale menee de A est la plus grande ou la 
plus petite? 

3° Galculer la longueur de cliacuue de ces deux diagonales, 
dans le cas ou la corde AB est le cote du triangle equilateral 
inscrit. 

G. — Etant donnas les c6t6s a, b, c d*un triangle ABG, cal- 
culer les rayons de trois circonferences ayant pour centres les 
trois sommets, sachant que les circonferences ayant pour centres 
B et G sent tangentes exterieurement, et que chacune d'elles 
est tangente interieurement a la circonference ayant A pour 
centre. — Gonstruction geom6trique. 

Calculer la surface du triangle curviligne forme par les arcs 
que limitent les points de contact dans le cas ou le triangle ABG, 
eiant rectangle en A, a un angle B de 60° et une hypotenuse 
de lO'". 

7. — Une 6toffe se r6tr6cit par le lavage de — dans le sens 

de sa longueur et de — dans le sens de la largeur. Sachant 

que cette ^tolTe a 0™,95 de largeur, quelle longueur en fau- 
dra-l-il prendre pour qu*apres le lavage on en ait 21"*!, 7 170? 

8. — Etant donn^e une demi-circonference d^crite sur AB 
comme diametre, on demande de determiner sur la demi-circon- 



LES AIRES. 245 

fereiice un point M tel que si on prolonge AM d'une longueur 
MQ egale au rayon, si on joint QB et si par M on mens dans 
le triangle AQB la parallele MN a la base AB, la somme AM 
+ MN soit egale a une ligne donnee K. 

9. — Etant donne un triangle ABC dont les c6t6s ont les 
valeurs suivantes AB=i5"*, BG = 6", AG = 2"*, on mene la 
bissectrice AI de Tangle A. 

Calculer 1° la surface des deux triangles ABl, AGI; 2» la 
longueur de la parallele ID a AG, terminee au c6t6 AB en D. 

10. — La hauteur d'une chambre, la longueur et la largeur 
sent entre elles comine les nombres 2, 6, 5. Trouverles dimen- 
sions de la chambre, sachant que, pour tapisser les murs, il a 
fallu 176"*! de papier. Galculer la surface de chaque mur. 

11. — On donne les quatre cotes d'un trapeze isocele : les 
deux cotes paralleles ont Tun 7™, et I'autre 9™. 60; les deux 
coles non paralleles ont chacun 6". Trouver I'aire du triangle 
que Ton formerait en prolongeant ces deux derniers cotes. 

12. — Un losange a pour diagonales AB =: 1™,3455 et 
GD = 2™,484. Par deux points distants de 0™,45 des exLrerait«Js 
G et D et pris sur GD, on fait passer les lignes EF, E'F' paral- 
leles a AB. Quelle est la surface de la figure EFBF'E'A? 

13. — Oaus le trapeze ABGD, Jes angles B et D sont droits, 
Tangle en A est de 60°, la baseAB=:10™, et la hauteur 
BDz=4"^,80. Galculer 1° la surface du trapeze; 2^ a quelle dis- 
tance de la ligue AB passera la parallele EF qui partage le 
trapeze ABGD en deux parties 6quivalentes ; 3° la longueur de 
cette parallele. 

14. — Etant donnes deux points A et B et une droite LL' 
parallele a AB, on demande de trouver sur la droite LL' un 
point M tel que le produit des distances du point M aux points 
A et B soit egal a un carre donne K*; discuter,- chercher dans 
quel cas Tangle en M du triangle AMB est aigu ou obtus. On 
designera par 2a la longueur AB, par h la distance des deux 
droites paralleles AB, LL' et par x la distance du milieu O de AB 
au pied H de la hauteur MH. 

15. — Etant donn§ un triangle Equilateral ABG de cote a, 
on d6crit un arc de cercle tangent en A et B aux c6tes AG, BG ; 
puis on d^crit un second arc tangent en A et B aux bissec- 
trices des angles A et B : 

l® Evaluer en degr6s les deux arcs ADB, AEB ainsi obtenus ; 
2° Galculer les rayons des deux cercles auxquels ces arcs 
appartiennent; 

3° Evaluer Taire comprise entre ces deux arcs. 
Gomme application, on fera a=: 4™,5. 

16. — Inscrire un carre dans un carr6 donn6. — Quel est le 
plus petit carre inscriptible dans un carr6 donne? 

17. — Etant donn6 un trapeze dont les bases sont de 
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5™ et de 8™, et la hauteur de 7™, a quelle distance de la petite 
base faut-il mener une parallele aux bases pour avoir entre la 
petite base et cette parallele un trapeze partiel dont Taire soit 
equivalente a celle d'un secteur construit dans un cercle de 6™ 
de rayon, avec un arc de 100 degres? 

18. — On donne deux circonferences et 0' tangentes ex- 
terieurement en A et Tune des tangentes communes €xte- 
rieures BB'. Soit M le point milieu de la partie de cette tan- 
gente qui est comprise entre les deux points de contact B et B'. 
1® D6montrer que la perpendiculaire a la ligne des centres 00' 
menee par le point A passe par le point M ; 2<* demontrer que 
le triangle OMO' est rectangle en M; 3® connaissant les lon- 
gueurs R et R' des rayons des deux circonferences, exprimer 
la surface du triangle OMO'. 

19. — On donne une droite indefinie xx' et un point sur 
cette droite ; par le point on mene les demi-droites OA, OB 
perpend iculaires entre elles, et du m6me c6t6 de xx' \ puis sur 
ces deux demi-droiles, on porte respectivement a partir du 
point des longueurs donnees OB = a, OA^nft; enfin, on 
joint AB, et du milieu I de AB on abaisse la perpendicu- 
laire IH sur xx ; on demande de determiner Tangle BOa? de 

fa^on que IH soit egale a une longueur donn^e -. 

20. — Dans un cercle de rayon R est inscrit un trapeze iso- 
cele ABGD; la diagonale AG fait un angle de 45° avec la 
base AB, un angle de 30° avec le cote AD. On propose d*eva- 
luer les arcs sous-tendus par les c6t6s du trapeze et Tangle des 
diagonales; de calculer les segments des deux diagonales et 
Taire du trapeze ainsi que le rayon du cercle passant par les 
milieux des quatre cotes. On prendra Rizr: 1». 

21. — La surface d'un hexagone r^gulier est 1™<!; quelles 
seront les surfaces des cercles inscrit et circonscrit? 

22. — On inscrit dans un cercle trois cercles egaux tangents 
exterieurement deux a deux ; calculer les rayons de ces cercles, 
et les aires des differentes parties dans lesquelles ils decom- 
posent le cercle donne. 

23. — Dans un triangle, la droite qui joint un sommet au 
milieu d'une medians ne passant pas par ce sommet, divise le 
cote oppose dans le rapport de 1 a 2; et r6ciproquement. 

24. — Un triangle equilateral elant inscrit dans un cercle, 
on joint les milieux de deux arcs sous-tendus par deux des 
cotes du triangle; comment cette droite est-elle partagee par 
ces deux cotes? 

25. — Inscrire un carr6 dans un parallelogramme. 

26. — Un triangle est rectangle ou isocele lorsque les carres 
de deux cdtes sont entre eux comme les projections de ces cotes 
sur le troisieme. 
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27. — Soieat deux cercles et 0' tao gents ext6rieurem*ent 
en A et BB' una tangente commune exterieure ; soit de plus G 
un cercle tangent aux deux cercles donn6s et a BB' ; demontrer 
que si R, R', r sont les rayons des cercles 0, 0' et G, on a: 

1 



R' 



Application, — Galculer r en faisant R = 5™. R' = 3". 

28. — Si par un point pris dans le plan d'un cercle on mfene 
deux s^cantes rectangulaires, la somme des carres des cordes 
intercept^es est constante. 

29. — Galculer la surface d'un triangle, connaissant les trois 
medianes. 

30. — Soit ABC un triangle coup6 par une parallele B'G' a BG ; 
les triangles ABG', AB'G sont Equivalents et I'aire de chacun 
•d'eux est moyenne proportionnelle entre les aires des triangles 
ABG, AB'G'. 

31. 7— Une diagonale d*un pentagone regulier decompose 
cette figure en deux parties do'nt on demande d'evaluer la 
surface. 

32. — M6me question pour I'hexagone regulier. 

33. — Les c6t6s du pentagone regulier 6toil6 forment en 
s'entrecoupant un pentagone regulier convexe dont on demande 
I'aire en fonction du rayon du cercle circonscrit au premier 
pentagone. 

34. — MSme question pour les autres polygenes rdguliers 
etoilEs. 

35. — Quelle est la surface de T^toile form6e par les c6t6s 
du pentagone regulier etoile? 

36. — M6me question pour les autres polygenes rdguliers 
studies. 

37. — On donne un carr6 ABGD; on 
mene les diagonales, et de chaque sommet 
comme centre on decrit un arc de cercle 
passant par le point de rencontre des 
diagonales et limite aux c6t6s de ce carre; 
on determine ainsi sur les cdt6s du carrE 
huit points E, F, G, H. I, K. L, M. 1° De- 
montrer que le polygene EFGHIKLM est 
un octogone regulier; 2® trouver en fonc- 
tion du cote a du carr6 Taire de la 
partie ombr6e de la figure 210. Application : a = 5™. 
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NOTIONS DE TRIGONOM^TRIE 



265. — Consid^rons un angle quelconque AOB aigu 
ou oblus [fig, 211 el 212), et d'un point M quelconque du 
c6l^ OB menons une perpendiculaire MP sur Taulre. 
c6t6 OA : le pied P de cette perpendiculaire tombera sur 
la demi-droile OA elle-in6me ou sur son prolongement 
suivant que Tangle donn6 est aigu ou obtus. 

Quel que soit le point M choisi, le triangle rectangle 
OMP a ses angles constants, puisque Tangle en est 

Tangle donn^ ou son 
supplement, suivant 
que I'angle donn6 est 
aigu ou obtus. II en 
r6sulte que les rap- 
ports des c6t6s du 
triangle OMP pris deux 
k deux sont constants, 
quel que soit le point M 
choisi : en effet, si le 
point M est remplac6 par M', de sorte que MP devient 
M'P', les deux triangles OMP, OM'P' sont semblables et 
donnent : 

OM _ OP _ MP 

OM'~OP'~"M'P'* 

d'oti Ton tire : 

MP_M^' jOP_OP' MP_M'P' * 

OM~"0xM'' OM""OM'' OP""OF'^^^- 

et ces 6galit6s d6montrenl la propriety annonc6e. 




P P' A 

Fig. 211. 
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Les rapporls dont nous venons de parler et qui sont 
au nombre de six, savoir : 

MP OP MP OM OM OP 
OM* OM* OP* MP* OP* MP 

dependent done uniquement de la grandeur de Tani^le 
donn6 AOB : ce sont des fonctions de eel angle. 

MP 

Le premier rapport jrr| est appel6 le sinus de Tangle 

donn6; si Ton d^signe par a cet angle, on 6erit : 

MP 

^ = sina. 

OP 

Le deuxifeme rapport ™, alfeel6 du signe + ou du 

signe — , suivant que Tangle donn6 a est aigu ou oblus, 
e'est-^-dire aussi suivant que le segment OP, d'origine 0, 
est eompte dans le sens OA ou dans le sens oppos6, est 
appel6 le cosinus de Tangle a, et Ton 6erit, suivant les 
eas : 

.OP 

±^ = cosa. 

MP 

Le troisifeme rapport jr^, affeet^ du signe -j- ou du 

signe — , suivant le sens dans lequel est eompl6 OP, 
eomme plus haut, est appel6 la tangente de Tangle a, et 
Ton 6erit, suivant les eas : 

_^MP 

=^ Qp = tang a (ou = tg a). 

Remarquons que Ton a : 

sin a 

tga = 

• ° eos a 

dans tons les eas. 
Le quatrifeme rapport ^ est Tinverse du rapport ™, 

li. 
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c'est-li-dire de sin a; on Tappelle la cos4cante de Tangle a, 
et Ton 6crit : 

OM , 1 

= cos^c a = 



MP sin a 

Le cinquifeme rapport jr^, affecte du signe + ou du 

signe — , suivanl le sens dans lequel est compt^ OP, 
comme plus haut, est Tinverse de cos a; on I'appelle la 
secante de Tangle a, et Ton 6crit suivant les cas : 



OP cos a 

OP 

Enfm le sixifeme rapport tt^, affects du signe + ou dtf* 

signe — , suivant le sens dans lequel est compt^ OP, 
comme plus haut, est Tinverse de tg a; on Tappelle la 
cotangents de Tangle a, et Ton 6crit suivant les cas : 

_, OP , 1 cos a 

It: -— - = cotg a = r — = -: • 

MP ° tg a sm a 

Les six fonctions sin a, cos a, tg a, cos6c a, s6c a, 
cotg a, sont les six lignes trigonometriques de Tangle a. 

266. — Les lignes fondamentales sont le sinus et le 
cosinus. La tangente est le quotient du sinus par le co- 
sinus; on voit que son introduction n'est pas n^cessaire : 
elle sert k simplifier les formules et les calculs, en rem- 
plagant le quotient de deux nombres par un seul. Les 
Irois autres lignes sont les inverses des trois premieres ; 
on pent done se dispenser de les 6tudier, leur introduc- 
tion ne servant qu'k remplacer une division par une mul- 
tiplication. 

En r6sume, nous ne nous occuperons que des trois 
premieres lignes, laissant au lecteur le soin de developper 
pour les trois autres des considerations analogues h celles 
qui vont nous occuper maintenant. 

Remarquons que le sinus d'un angle est toujours po- 
sitif ; le cosinus et la tangente sont dos nombres alg^- 
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briques positifs ou n6galifs suivant que Tangle est aigu 
ou obtus. 

267. — On a toujours : 

/IN . sin a 

(1) lga = ; 

^ ' ^ cos a 

mais le sinus et le cosinus d'un angle sent lies eux-mSmes 
par une relation facile \ obtenir. Le triangle rectangle 
OMP donne en effet : 

mF+op*=om*, 

ou 

/Mpy /or « 

c'est-4-dire, dans tons les cas : 

(2) sin* a-|-cos*a = l. 

Cette relation est fondamentale. 

268. — Les formules (1) et (2) montrent que Ton con- 
nalt les lignes trigonom^triques d'un angle d^s que Ton 
connait Tune d'entre elles. D'une faQon plus precise, 
1° connaissant sin a, on a : 

cos* a=l — sin* a, 
d'oti 



cos a = ± y/l — sin^ a, 

suivant que Tangle a est aigu ou oblus; et par suite, de 
m^me : 

sin a 

±y\. — sm* a 
Si la valeur de sin a donnee est une fraction de la 
forme - , on aura : 



y/gr2 p« p 

COSa = ±— ^ ^--, tga== — . ^ 



It"'' 






^1 
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Fxemple. — Le sinus de Tangle de 30° est ^ ; on en 



d^duit : 



v/3 1 

cos30« = ~-, tg30<» = -^. 



2'* Connaissant cos a, on a : 

sin*a=l — cos'a, 

d'oii : siii a = V^l — cos^a 

puisqu'un sinus est toujours positif, et 



tga = 



\/l — cos' a 



cos a 



Si la valeur de cos a donn<§e est une fraction de la 



forme — -, p ei q 6lant des nombres positifs, on aura : 

sina = — ^ ^--, tffa = ^— . 

q ^ p 



i 
2 



Exemple, — Le cosinus de Tangle de 60° est 5; on en 
d6duit : 

sin60°=^, tg60°=^/3• 
3° Connaissant tg a, on a d'abord : 

sin a 



cosa = 



et par suite : 



tga 



sin'a+ , , =i, 

' tg* a ' 



d'od: 



et 



sin'a= 



sina = 



tg'a 




V^l+tg»a 
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suivant que Tangle a est aigu ou obtus, puisqu'un sinus 
est toujours positif ; on en tire ensuite : 

1 



cosa = 



Si la valeur de tg a donn^e est une fraction de la forme 
— ^, p eX q 6tant des nombres positifs, on aura : 

sina=-7= ■ , COS a =-7======. 

Vp' + q' Vp' + 9' 

Exemple, — La tangente de Tangle de 45° est 1 ; on 
en d^duit : 

1 1 

sin 45* =-7=-, cos 45** = "7=. 

La tangente de Tangle de 135** est — 1 ; on en d6duil : 
sini35*» = -7=, cosl35'»=^. 

269. — Consid6rons deux angles suppl6mentaires 
AOB, A'OB [fig. 213); si Tun d'eux* ^ 

est a, Tautre sera 180° — a. Leurs si- 
nus sont 6gaux : car cbacun d*eux a 

MP , 

pour sinus tttj ; on a done : 

Fig. 2t3. 

sin (180° — a) = sin a. 

Leurs cosinus sont ^gaux et de signes contraires ; car 

OP 

Tangle aigu AOB a pour cosinus le rapport jr^, et Tangle 

OP 
obtus A'OB a pour cosinus le rapport — Tvu't on a done : 

cos (180° — a) = — cos a. 

On en d^duit imm^diatement par division : 

tg(180°--a)=:— tga, 




'■■r 



(■t% 
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ce que monlre aussi la figure, puisque la tangente de 

MP MP 

Tangle aigu est jr^y et celle de Tangle oblus est — ^rp-. 

En r6sum6 : les sinus de deux angles suppUmentaires 
soni 4gaux; leurs cosinus et leurs tangentes sont ^gaux et 
de signes contraires, 
Ceci nous monlre qu*il nous suffira d'etudier les lignes 

trigonom^triques des angles aigus. 

270. — Consid^rons deux angles 
compl^mentaires AOB, BOG {fig, 214). 
Ges deux angles sont n^cessairement 
aigus. Du point M quelconque sur OB 
menons MP et MQ perpendiculaires 
sur OA et OG ; soit a Tangle AOB, et 




par suite (QC* — a) Tangle BOG. 
On a : 



8in(90o~a)=-^; 



OP 

mais MQ = OP, et cos a = ™ ; on a done : 

sin (90** — a) = cos a, 
De m6me, on aura : 



et 



/nno X OQ MP 
cos(90o — a) = ^ = ^ = sma 

. ,^^ , MQ OP , 1 

lg(90o_a) = ;p^ = jjjp = cotga = 



OQ 



tga 



Done, en resume : 

Si deux angles soni complement aires, le sinus de Vun 
est le cosinus de I'autre, et leurs tangentes sont inverses 
rune de Vautre. 

On peut encore dire que la tangente de Tun est la 
colangente de Tautre; et on verrait de m6me que la 
s^canle de Tun est la cos6cante de Tautre. 

Ges propositions nous montrent comment les mols 
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sinus, langente et secanle ont conduit aux mots cosinus, 
cotangente et cos^cante. 

271. — Soit un angle aigu a, et cherchons les lignes 
de Tangle 90° + a. 

L*angle 90° -|- a est suppl^mentaire de Tangle 90° — a. 
On a done : 

sin (90° + a) = sin (90* — a) = cos a 

cos (90° + a) = — cos (90° — a) = — sin a 

tg(90° + a) = -.tg(90°-a)=~^. 

6galites qu'il serait facile de traduire en langage ordi- 
naire. 
Une figure donnerait directement les m^mes r^sultats 

avec la plus grande facilite. 

272. — Cherchons maintenant comment varient les 
lignes trigonom^triques d'un angle qui augmente cons- 
tamment de ^ 180°. 

A cet effel, consid^rons un cercle 0, et un diam^lre AA' 
{fig. 215). Soit BB' le diam^re perpendiculaire h AA'. 
Si M est un point variable qui decrit la demi-circonfe- 
rence ABA' depuis A jusqu'i A', 
Tangle AOM croltra d*une fa^on con- 
tinue depuis 0° jusqu'^ 180° : pour 
fixer les id^es, nous appellerons M le 
point qui d6crit le quadrant AB, et 
M' le point qui decrit le quadrant 
BA' ; MP et M'P' seront les perpendi- 
culaires menses deM et M' sur le dia- 
m^tre AA' ; T et T' seront les points 
oti les rayons OM et OM' rencontrent 
la tangente AG au cercle au point A. 




Fig. 215. 



MP 



1° Le sinus de Tangle AOM est le rapport ^; si M 

decrit le quadrant AB, OM reste fixe, et MP augmente 
d'une faQon continue depuis jusqu'i OB; done : 

Si un angle croit de 0° a 90°, son sinus croit (Tune 
facon continue depuis jusqu'd 1 
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R. 



■■:•) 



^ 



£> 



A 






Le sinus de Tangle AOM' est le rapport -^rrrf ; si M' d6- 

crit le quadrant BA', OM' resle constant, el M' P' d^croit 
d'une fa^on continue depuis OB jusqu'^ z^ro; done : 

Si un angle croit de 90° a 180°, son sinus decroit d'une 
fagon continue depuis 1 jusqu*d z6ro, 

Cette seconde proposition est une consequence directe 
de la premifere si I'on se rappelle que deux angles suppl6- 
mentaires ont le m^me sinus. 

OP 

T Le cosinus de Tangle AOM est le rapport t^\ si M 

d^crit le quadrant AB, OP diminue d'une fagon continue 
depuis OA jusqu'^ z6ro ; done : 

Si un angle croit de 0° a 90°, son cosinus decroit d'une 
facon continue depuis ijusqu'd 0. 

OP' 

Le cosinus de Tangle AOM' est le rapport — prrjp ; si M' 

d^crit le quadrant BA', OP' augmente d'une fagon con- 
tinue depuis jusqu'k 1 ; done : 

Si un angle croit de 90° d 180°, son cosinus decroit 
d'une facon continue depuis Ojusqu'd — 1. 

Ces propositions r^sullent d'ailleurs des propositions 
analogues pour le sinus, en verlu de ee qui a ^Ui dit aux 
n°»270et271. 

AT 

3*^ La tangente de Tangle AOM est le rapport ttt (d'oii 

le nom de tangenle) ; si M d^crit le quadrant AB, OA reste 
constant, et AT augmente d'une fagon continue depuis 
z6ro jusqu'au deli de toute limite, puisque, si M vient 
en B, OM devient parallMe k AG. Done : 

Si un angle croit de 0° a 90°, sa tangente croit d'une 
facon continue depuis Ojusqu'au deld de toute limite, 

AT' 

La tangente de Tangle AOM' est le rapport — -^ , 

AT' 
puisque jrj- est la tangente de Tangle suppl^mentaire 

AOM". Si M' d6cril le quadrant BA', OA resle fixe et AT' 
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climinue conslamment depuis une valeur aussi grande 
qu'on voudra jusqu'k zero; done : 

Si un angle croit de 90° a 180°, sa tangente croit (Tune 
facon continue depuis une valeur negative aussi grande 
qu'on voudra en valeur absolue, jusqu'd 0. 

Ges propositions r^sultenl d'ailleurs des propositions 

analogues pour le sinus et le cosinus, puisqu'on a 

sin a 

tg a = • 

° cos a 

273. — R^solvons maintenant les questions suivantes : 

1° Trouver un angle ay ant un sinus donne m. 

II faut que m soil compris entre et 1 , et il r^sulte 

alors de ce qui precede qu'il y a deux angles suppl^men- 

taires, I'un aigu et Tautre oblus, ayant pour sinus le 

norabre m. On les obtiendra de la fagon suivante ; sur 

OB, porlons une longuieur OQ telle que tta =^^' la pa- 

rallMe h AA' coupe le cercle en M et M' ; les deux angles 
AOM, AOM' r6pondent k la question. 

2° Trouver un angle ayant un cosinus donn6 m. 

n faut que m soit compris entre — 1 et -jrl, et il 
r6sulte alors de ce qui pr^c^de qull y a un seul angle 
r6pondant h, la question, aigu ou obtus suivant que west 
positif ou n^gatif. On I'obtiendra de la fa^on suivante : 
sur OA ou sur OA' on portera une longueur OP ou OP' 

OP OP' 

telle que kt =^ ^^ rVA ^^ — w, suivant que m est posi- 
tif ou n^gatif ; la porpendiculaire PM ou P'M' rencontre 
le demi-cercle en M ou M' : Tangle AOM ou Tangle AOM' 
r6pond h la question. 

3° Trouver un angle ayant une tangente donnee na. 

Quel que soit le nombre m, il r^sulte de ce qui pr^cMe 
qu'il y aura toujours un angle et un seul r^pondant k la 
question, aigu • ou obtus, suivant que m est positif ou 
n^gatif. On obtiendra cet angle de la faQon suivante : 

sur AG ou AG', on portera une longueur AT ou AT' telle 

AT AT' 

^"^ OA^^^* ^" TTa ^^~~^> suivant que m est positif 



t ' 



l*r 
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ou n^gatif ; le rayon OT ou OT' coupe le demi-cercle ABA' 
en M ou M' : Tangle AOIV^ ou Vangle AOM' r6pond k la 
question. 

274. — Ge qui pr^c^de ne nous donne actuellement 
corame connues que les lignes trigonom6triques des 
angles 0% 90° et 180** : on a 

SinO° = 0, sin 90*^ = 1, sin 180*^ = 0. 
GosO* = i, cos 90° = 0, cos 180° = — 1. 
TgO°=0, tg90° = oo, tgi80°=0. 

n est facile de voir que nous pouvons 6crire aussi les 
valeurs des lignes trigonom^triques d*un certain nombre 
d'autres angles. Consid^rons dans une circonKrence 

un angle au centre MOM' et sa bis- 
sectrice OA {fig, 216); la corde MM' 
de Tare MAM' quii^rencontre OA en P 
est double de MP et est perpendi- 
culaire sur OA ; par suite le rap- 

MP 

port ™ est le sinus de Tangle AOB, 

et Ton pent dire que : fe sinus d'un 
angle au centre AOM est la moitie 

du rapport au rayon de la corde qui sous-tend Varc cor- 

respondant d V angle double MOM'. 
Si done 2a est Tangle au centre d'un polygone r6gulier 

dont on connalt le rapport s du c6t6 au rayon, on aura : 




Fig. 216. 



sin a = 5* 
2 



Ainsi pour le carr6, on a : 

2a = 90° et s = v/2; 
done 






on en d^duit : 



cos 45° 



= 7i» tg45° = l. 



■% 
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Relenons en particulier de ceci que lorsqu'un angle 
varie de 0° h 45° sa langente croit de ^ 1 ; lorsqu'un 
angle varie de 45° h 90% sa langente augmenle depuis 1 
jusqu'au del^ de toute liraite. 

Pour roctogone r^gulier, on a : 

2a = 45% s = s/2 — \/2; 
done 

sin22°30' = |v/2 — V^; 
d'oti Ton d^duit 

cos22°30' = 5V^2 + v/2, 



tg22°30' 



k1 



+ »/2 

On en d^duirait encore les lignes trigonom^triques du 
complement 67° 30'. 
Pour le triangle Equilateral, on a : 

2a = 120°, 5 = i/3, 
d'oti 

sin60° = Y' cos60° = |, tg60° = v/3. 

On en deduit encore, les angles de 60° et de 30° 6tant 
compl6mentaires : 

1 v/3 1 v/3 

sin 30° = 2, cos30° = Y' ^S ^^° = 7§ = T' 

r6sultats qu*on obtiendrait aussi en partant de Thexagone 
regulier. 
Pour le dod^cagone regulier, on a : 

2a = 30°, s = /2 — V^3; 
done 

sini5° = ^/2 — v/3, cos 15° = 1^2+73, 



2(50 
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V 24-V/3 



+ »/3 

• 

Pour le pentagone regulier, on a : 



2a = 72«, 5 = iv^l0 — 2\/5, 



done 



in 360 — 1 /l — 21/5, cos 3Go 
4 ' 



sin 



— 4—' 



pour le decagone rfigulier, on a : 



2a = 36», s = 



-i+v/s. 



done 



sin 180 = "^+*^, 



eos 18® = T VlO + 2v/5, ete. 



II est n^cessaire de savoir par cccur les valeurs des 
lignes trigonom^triques des angles 0% 30°, 45°, 60°, 90°. 

275. — On peut aller plus loin, en 6tablissant une for- 
mule analogue k celle qui nous a servi, connaissant le 
cole d'un polygone regulier, a trouver le c6l6 d'un poly- 
gone regulier de m6me rayon et d*un nombre de c6t6s 
double. Nous allons k cet effel r^soudre le probl^me 
suivant : 

Connaissant le cosinus d'un angle a, calculer le cosi- 

nus et le sinus de V angle moitii ^• 
Soil AOB Tangle donn6 [fig, 217 et 218) aigu ou obtus, 




Fig. •£{!, 



Fig. 218. 



dont le soramel est au centre d'une circonfdrence de 
rayon quelconque R. 
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Le sinus de Tangle 3, d*apr^s ce qui precede, est la 

AB 
moili6 du rapport -g-; projetons le point B en P sur le 

diam^tre AA'; d'apr^s un th^or^me connu (181), on a : 





AB' — AA' X AP, 


ou 






AB' — 2R X AP. 


On en d^duit : 






AB' AP 



m' 2R 



ou 



. a ^ /AP 



Si Tangle a est aigu, on a : 

AP = OA — OP, 

d'ou 



AP , OP , 

-|r := 1 — -5- = 1 — COS a, 



et par suite 



.a /I 



cos a 
sin 



2 

de ra^me, si Tangle a est obtus, on a : 

AP =: OA + OP, 

d'oti 

-g- = 1 + p- = 1 — cos a, 

puisque alors 

OP 
cos a = :o~» 

MX 

et par suite comme plus haut : 



1 — cos a 
sin 



2 V 2 



31» 
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Celle formule est done g6n^rale. 
On en d^duit : 



a ^ /" . ,a ^ I 1 — cos a ^ /l +cosa 



a 



(L'angle ^ 6lanl n^xessairemenl aigu, son cosinus est 

positif.) 
Des formules qu'on vient d'oblenir, on d^duit encore : 



2 Y 1 



. ^ . . ^ — cos a 



4-cos a 

Applications. — 1® Calculer les lignes lrigonom6- 
Iriques de Tangle de 11° 15'. On a : 

cos22«»30' = |/2 + v/2; 
done 

sinHM5' = y ^ =2y/2-V2+v/2, 

cosH»15' = \/ 2 = 2V2 + ^2 + V^, 

tg 11-15' = l/!^^3. 

^ 2 + V2 + V^2 
2° Calculer les lignes trigonometriques de Tangle de 9°. On a : 



cos 18« = 7V^10 + 2i/5, 

4 



ei par suite 



= 7V^3+v/5--lv/5-v/5, 
4 4 
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^,,.y.'.±^!i^^iAi^ 



= y3+v/5 + l/5-v/5. 




tg 9, ^ l/iziV ^io±V5 _ 4-v/I^Tvi 

^ 4 + V10 + 2V/5 . V^5 — 1 

Remarque. ^ Les transformations de radicaux que pre- 
sentent les formules pr^c^dentes devront dtre v^riQ^es direc- 
temenl comme exercice. 

276. — Plus g^n^ralement, on peut calculer le sinus 
d'un angle quelconque, et par suite 
loules les lignes trigonomelriques de 
cet angle. 

Nous pouvons supposer Tangle donn6 
AOB aigu {fig* 219) ; imaginons que 
son sommel soit le centre d'une cir- 
conf6rence de rayon quelconque R. 
Consid6rons Tangle double AOG; la ^'^•^^^• 

longueur de Tare ABC est facile k calculer, e'est : 

. TcRn 

^""180* 

si n est la mesure de Tangle donn6 en degr^s. 
Or, connaissant la longueur / de Tare AC, ou plut6t le 

rapport ^j npus savons calculer (232) le rapport ^ de la 

corde AG au rayon : la moiti6 de ce rapport sera le sinus 
de Tangle donn6. 

Exemple. — Nous avons trouv6 au n° 232 que le rap- 
port au rayon de la corde de Tare de 10** 6lait 0,174311 : 
nous en concluons que le sinus de Tangle de 5** est : 

|x0,174311 = 0,087156. 

277. — On congoit, d*aprfes ce qui pr^cfede, la pos- 



f"* 



♦ 



hi. 



V* 
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sibilil^ de conslruire une table contenant, avec une appro- 
ximation donn^e, les lignes trigonom6triques de tous les 
angles qu*on voudra. On trouvera h la fin du volume une 
telle table contenant les six lignes trigonom^triques de 
tous les angles aigus de dix minutes en dix minutes, 
calcul^es k moins d'une demi-unit6 pr^s du quatri^me 
ordre decimal. 11 faut remarquer qu'il sufflrait de donner 
les valeurs du sinus et du cosinus : nous y avons joint 
les valeurs de la tangente, de la cotangente, de la s6cante 
ou de la cos^cante, afln de simplifier les calculs que Ton 
aura ci faire avec cette table : de c(?tte fagon, en effet, les 
operations k effecluer ne seront plus que des multipli- 
cations et seront rcduites au nombre minimum. 

1 

Pour 6viter toute erreur, nous avons mis les titres -:-» 

sin 

1 1 

— f — aux colonnes qui devraient 6tre intitul6es cos6c, 
cos tg ^ 

s6c, cotg. 

Les lignes trigonom6triques d'un angle sup6rieur k 45® 
6tant les mftmes, dans un autre ordre, que celles de son 
complement qui est inKrieur k 45**, il suffit de calculer la 
table jusqu'i 45® : pour 6viter au calculateur toute perle 
de temps, les angles sup6rieurs k 45° sont aussi inscrits 
dans la table, mais a droite de cbaque page en montant, 
et les indications correspondantes doivent 6tre prises en 
bos de la page ; tandis que, pour les angles inKrieurs k 45°, 
il faut lire a gauche de la page en descendant^ el se 
reporter aux indications inscrites en haul de la page. Les 
deux angles qui sont sur une m6me ligne, Tun k gauche, 
Tautre k droile, sont toujours compl6mentaires. 

278. — Cette table servira k r^soudre les deux pro- 
blames suivants : 

Premier probleme. — Connaissant un angle, trou- 
ver Vune quelconque de ses lignes trigonomitriques. 

Nous supposerons les angles donn6s en degr^s et mi- 
nutes : une approximation plus grande est inutile prati- 
quement. 

Si Tangle donn6 est obtus, on consid^rera son suppl6- 



r 
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inenl, en se rappelant les regies du n° 269 : nous sommes 
done ramen^s aux seuls angles aigus. 

Si Tangle donn6 aigu est inscrit dans la table, il n'y a 
rien de parliculier k dire. 

Supposons qu'il n'en soit pas ainsi et soit, par exemple, 
h chercher le sinus de Tangle de 39°3'. Get angle est cora- 
pris enlre les angles de 39° et de 39M0' qui se suivent 
dans la table et qui ont respecliveraent pour sinus 0,6293 
et 0,6316. 

D'apr^s ce qui a 616 dit sur la variation du sinus, le 
sinus cherch6 sera compris entre ces deux nombros. Or, la 
difference entre ces deux nombres est de 23 unites du 
quatrifeme ordre decimal; si nous envisageons les diffe- 
rences voisines analogues : 

sin 39** — sin 38°o0' = 0,6293 — 0,6271 = 0,0022 
sin 39°20' — sin 39M 0' = 0,6338 — 0,6316 = 0,0022, 

nous conslatons qu'elles sont sensiblement 6gales h la 
premiere difference consid6r6e. 

Nous en concluons que, dans les environs de Tangle 
donne, k des accroissemenls 6gaux de Tangle corres- 
pondent des accroissemenls egaux du sinus; et par suile, 
puisque, Tangle de 39** augmentant de 10', son sinus aug- 
mente de 23 unites du quatri^me ordre decimal, si cet 
angle augmente seulement de 3' (de fagon h obtenir 

3 X 23 

Tangle cbercb6), son sinus augmentera de — jr^ unites 

du quatri^me ordre decimal. 

3 X 23 

— —— = 6,9; comme nous ne gardons pas de d6ci- 

males au delk de la quatri^me, nous prenons 0,0007 pour 
accroissement du sinus, k moins d'une demi-unite pr^sdu 
quatri^me ordre decimal (en for^ant le chiffre 6 qui est 
suivi d'un 9), et nous ecrivons : 

sin 39°3' = sin 39^-1-0,0007 
=0,6293 + 0,0007 
= 0,6300. 

ANDOYBR. — GfiOMETRlE. 12 
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L'op^ralion que nous venons tie faire s'appplle inlerpo- 
Iali[i/i;Tine foisqu'oD en abiea comprisle principe, il est 
inulili; de rfipeter chaque fois le raisonoemeot qui prfi- 
c&de. Or (lira simplement : 

siu 39° =0,6293 ; sin SGMO' — sin 39° = 0,0023 ; 

10 **'^' 

floflc : 

sin 39-10' = 0,62fl3 + 0,0007 ^ 0,6300. 
Avcc un pcu d'hahilude, tons ces calculs se font de 
tt'le, en regardant simplement ta table. Si toutefois on 
veut conserver la trace du raisonnement, on disposera 
Topi^nition de la fagon suivanle, qui se comprend d'ellc- 
tnfiinc aprfes ce qui pr^cfede : 

sin 39° =0,6293 , 

+ 7 23X^ = 6,9. 
sin 39''3' = 0,6300 
On olitiendra de la mfime fa^on les autres lignes trigo- 
nomi''lrique3 du mtoe angle. II faudra simplement bien 
faire attention que le sinus, la tangente, el la fonclion 

— - — augmentent en mCme temps que Tangle aigu, 

tanciia qu'au contraire le cosinus et les fonclions -. — 

cl - — - diminuent lorsque Tangle aigu augmente. 
C'csi ainsi que Ton aura : 



L 



sin 39° 

— 17 

tg 39° =0,8098 
tg 39°3' = 0,8112 
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"^^ 73X;^ = 2i,9 



— JL_., = 1,2327 
Ig 39°3' 

* =1,2868 



cos 39" 
1 



+ 9 30X;^ = 9 



cos 39^3 



7=1,2877 



cos 39*^ = 0,7771 o 

— 5 I8xj^ = 5,4. 



cos 39'»3' = 0,7766 

On aurait de m6me, en cherchant, par exemple, le 
sinus el le cosinus de Tangle de 78°37' : 

sin 78^30' = 0,9799 - 

+ ^ 6X77^ = 4,2 



sin78°3r =0,9803 



10 



cos 78'»30' = 0,1994 ^ 

-20 29X^ = 20,3. 



cos 78*^37' = 0,1974 

Remarque. — Ce que nous venons de dire ne peul 
s'appliquer que si Ton peut regarder, aux environs de 
Tangle donne, les accroissements de la ligne Irigono- 
melrique k calculer comme proportionnels aux accroisse- 
ments de Tangle. II faut pour cela que les differences suc- 
cessives des valeurs inscrites dans la table pour la ligne 
consider^e, aux environs de Tangle donn6, soient k peu 
pr^s constantes. 

II suffit alors de regarder la table pour voir que la m6- 

1 

Ihode ne sera pas applicable au calcul des lignes -: — et 

1 1 

des angles depuis 0° jusqu'^ 15**, et des lignes 



tang o r J ^ o cosinus 

et tang des angles depuis 75° jusqu'^ 90°. Dans ces divers 
cas, il faudra calculer les lignes inverses des lignes qu' on 
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se proposail de calculer. Si, par exemple, on veut avoir 
1 

. 00/0/ 7 on calculera sin 3°43' = 0,0649 et Ton 6crira 
sin 3"43 

1 1 



sin 3H3' 0,0649 

279. Deuxieme problem e. — Connaissant I'une des 
lignes trigonometriques d'un angle, trouver cet angle. 

Si la ligne donn^e est un sinus ou Tinverse dun sinus, 
a celle ligne r^pondent deux angles, Tun aigu et Tautre 
oblus : d'ailleurs, ces deux angles sont suppl^mentaires, 
et il sufflra par consequent de chercher Tangle aigu. 

Si la ligne donn^e est une quelconque des qualre autres 
lignes, k celte ligne r^pond un seul angle, aigu ou obtus, 
suivant qu'elle est positive ou negative : si d'ailleurs elle 
est negative. Tangle obtus qui lui correspond est le sup- 
plement de Tangle aigu qui correspond a la m^me ligne 
prise avec le signe +. II suffit done, dans tous les cas, de 
chercher Tangle aigu qui correspond k une ligne positive 
donn^e. 

Pour effectuer cette recherche, on fera le calcul inverse 
du precedent. Soit, par exemple, k chercher Tangle x tel 
que sin x = 0,6300. 

Dans la colonne des sinus, 0,6300 est compris entre les 
sinus des angles 39° et 39°10' qui sont respectivement 
0,6293 et 0,6316; leur difference est 0,0023, tandis que la 
difference entre le sinus donne et le sinus de 39° est 
0,0007. Puisqu'a une variation de 23 unites du quatri^me 
ordre decimal dans le sinus repond une variation de iO' 
pour Tangle, k une variation de 7 unites du meme ordre 

7x10 
repondra une variation de — ^ — minutes, soit 3 mi- 
nutes : Tangle cberche est done 39°3'. On disposera les 
calculs ainsi, si on ne les fait pas compl^tement de tete : 



sin a? = 0,6300 



70 



sin 39°— 0,6293 3^ = 3 

a? = 39°3'. 



"1 
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On fera de mtoe pour les aulres lignes, en se souve- 

1 1 

nant que le cosinus el les fonctions-r-el , diminuenl 

^ sin lang 

lorsque Vangle augmente, et Ton aura, par exemple, les 

calculs suivants : 



1,5873 



* =1,5890 57 ~^ 



sin 39« 



— 17 
X = 39°3' 

Ig a? = 0,8112 



lg39 



— 22 
X = 39»3' 



1,2877 



cos 39° 



9 
X = 39*3' 

cos X = 0,7766 



140 



tg 39° = 0,8098 ^ = 3 

— U ^ 

X = 39*^3' 

-7:^=1,2327 

tg« ' 220 ^ 

1 . ^..^ 1^ = 3 



1,2349 73 



cos X 90 

* =1,2868 30~^ 



50 



cos 39^ = 0,7771 j^ = 3 
18 

ar = 39«3'. 

Remarque. — Corame plus haul, on verra que, si Ton 

i 1 

se donne une ligne -r- ou 7- d'un angle inf6rieur h 2° ou 

° sin Ig ° 

1 

une ligne -— ou tg d'un angle sup^rieur h 88°, il faudra, 
cos 
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pour calciiler cet angle, pecourir k la ligne inverse c 
ligne doiines. 



C'esl aing que, si Ton a 



= 36,3627, on calculera 



= 0,0274, etToQ auraensuile : 



Igi'Sff^ 0.0262 



x = l°34'. 

La m^Lhode d'inlerpolation directe est applicable ici 
dans lies Urailes moins resserr^es qae dans le cas du pre- 
mier piublfeme, parce que, comme nous cherchons Tangle 
simplenienti une minute prfes, les demiferes d^cimales 



d'une ligi 



■ ou T~ pour un angle inKrieur it 15° ou 



d'une ligne — ou tg pour un angle supSrieur k 73" 

n'oiit, pas d'influence sup le r^sultat. 

Autre remarque. — Lorsque la variation d'une ligne 
est lit's lunie, il est clair qu'un angle eat mal d6termin6 
par colic lijne. C'esl ainsi qo'un angle inRrieur k IS" 

sera iiial determine par son cosinus ou la ligne — el 

'^ " cos 

qu'un angle sup4rieur k 75" sera mal d6termio6 par son 

i 

sinus ou la ligne -:-- 
" sm 

Sup[>osonj en elTel par exemple qu'on donne : 
COS 1 = 0.9968; 

la lable nous permet d'afdrmer que Tangle x esl compris 
enlre 4°30' el 4''40', les cosinus de ces deux angles ^laot 
respeclivement 0,9969 el 0,9967, mais ne nous permet 
point, en aucune fagon, de determiner Tangle avec plus 
de precision : on ^cril alors x-=i°3S', mais celle valeur 
n'esl exactequ'k 5'pr6s, Encore, celle approximation est- 
elle illusoire si le nombre 0,9968 est le r^sullal d'ua cal- 
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cul approch6 qui ne permet pas de r6pondre de la derni^re 
decimale. 

Concluons de la que, toutes les fois qu'on le pourra, il 
faudra eviter de determiner un angle inferieur k 15° par 

1 

les lignes cos ou — , et un angle sup6rieur k 75° par les 

cos 

liffnes sin ou -r-- 
° sm 

280. — L*une des principales applications de la Irigo- 
nom^trie esl la resolution des triangles. Voici en quoi 
consisle c6 probl^me : 

Soit ABC un triangle dont on d^signe les angles par 
A, B, C et les c6t6s opposes k ces angles respectivement 
par a, 6, c; les angles et les c6l6s s'appellent elements du 
triangle. Resoudre un triangle c'est, connaissant trois 61^- 
ments convenablement choisis de ce 
triangle, calculer les trois autres et la 
surface S du triangle. 

Nous nous occuperons d*abord des 
triangles rectangles : Tangle droit sera 
designe par A et I'hypot^nuse par a 
{fig. 220). 

II suffit de se rappeler la definition des lignes trigono- 
melriques pour voir que dans un tel triangle on a : 

AG=:BC sin B = BC cos C = AB tg B 
AB = BC sin G=BG cos B=AC tg G, 

formules que nous ^crirons ainsi : 

b=a sin B=a cos G = c tgB 
c = asin G = acos B = c tg G, 

et en langage ordinaire nous dirons : 

L'un des cdtes de Vangle droit est 4gal au sinus de 
I'angle oppose multipli^ par I'hypotenusey ou au cosinus 
de Vangle aigu adjacent multiplii par ^hypotenuse, ou a 
la langente de Vangle oppose multipliie par Vautre cdte 
de Vangle droit, 

Les deux premieres propositions ne sont d'ailleurs pas 
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dislinclps, puisque, ks angles B e.t C 61ant complSmen- 
laires, h sinus de I'un est 6gal an cosinus de I'aulre. 

Aux formules ainsi oblenues, nous joindrons les sui- 
vantes, I 



281. — Nous pouvons trailer maintenant les quatre 
prulili>mes suivanls : 

I. Rihoudre un triangle rectangle, connahsant Phypo- 
tmse li et vn angle aigu B. 

Les formules du n' pr^^denl donaenl : 

C^gO"— B, 6 = asinB, c = acosB, S=^bc. 
Exnnpk. — B=22*'3r, 0=169°'. 
On calcule d'abord : 



et Ton en d^duit : 

c = C-°23', 6 = 65",00, c = t56°',00, S=5070"'V 

li. Riscudre un triangle rectangle, connaissant un 
nth' b di! tangle droit et un angle aigu B ou C. 

Le spcood angle aigu est d'abord I'ourni par la rela- 
UmiB-f-C=90°. 

Li:s rormules du n* pr^c^deot donnent ensuKe : 



i 


IP' «=!»- 


/;-ra.;)k. -B = 22'37' 


i = 65-. 


On calcule d'abord : 




iin=2'««»' 


^=2,4004, 


el roil en j^duit : 




C = 6T23', a = 169'»,0, 


c = 156'",0, S=5070"'. 
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ni. Resovdre un triangle rectangle^ connaissant Vhy- 
potemtse a et un c6t^ b de Vangle droit, 
Les formules du n® pr6c6dent donnent : 

smB = -, G = 90® — B, c = r- ^ou c=acos B, 
a tg B 

On peut aussi calculer d'abord c par la formule : 

c = /a* — *»=:V^(a-|-6)(a — 6) 

et en d6duire les angles par les relations : 

c b 

cosB = -outgB=-, G=90^ — B. 
a ^ c 

Si Tangle B est mal d6termin^ par son sinus, celte 
seconde m^lbode sera pr^Krable : 

Fxemple,— a = 169™, ^ = 65". 

On a : 

sin B = T^ = 0,3846, d*oti B = 22»37' et C = 67*23' ; 

puis : 

1 

j-^ = 2,4004 ou cos B = 0,9231 , 

d'oti 

c = 156»,0elS=5070'»'. 

La seconde m^thode donne d'abord : 

c = V/234 X 104 = 156°*, puis cos B = 0,9231, 
ou tgB = 0,4167, d'oti B == 22°3r. 

IV. Risoudre un triangle rectangle^ connaissant les deux 
cdtis h et ode Vangle droit, 
Les formules du n* pr^c^dent donnent : 

tgB = -, G=90'» — B, a = -T-^oua = — ^, 
° c sm B cos B 



S = g6c. 



12. 






:^. 



<■'-' 



i 

Mi.. 



B' * 



i'.\ 



r# 
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On peut aussi calculer a direclement par la formule : 

Fxemple. — 6 = 65"», c = 156". 

On a : 

65 
tg B = — = 0,4167, d'oti B = 22^37' et C = 67°23' ; 

puis : 

^|-g = 2,6004ou ^3^ = ^0834, d'otia = 169™,0 

S = 5070««. 
Direclement on aurait eu : 

a = \/652 4-156' = 169™. 

282. — Relativement aux triangles quelconques, nous 
6tablirons les deux propositions fondamentales suivantes : 

1** Les c6t4s (Tun triangle sont proportionnels aux 
sinus des angles opposes. 




\ 



D 



-^C 




Fig. 221. 



Fig. 222. 



Soil BD la hauteur du triangle ABC (fig. 221 et 222). 
Le triangle rectangle ABD donne, par definition du sinus 
d'un angle aigu ou obtus : 

^ = sinA; 

de m^me le triangle rectangle GBD donne 

3^ = sinC. 



"\ 



J 
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Divisant membre h membre ces deux 6galit6s, il vient 
en remplagant AB par c et BG par a : 

a sin A 

c sin C 

Un raisonnement analogue donnerait : 

a sin A 

b sin B* 

de sorle que Ton peut 6crire, en r^unissant ces deux 
r^sultats : 

g __ ^ _ g o n f A 

sm A sm B sin C ^ 

2** Le carre d'un c6t4 a d'un triangle est igal a la 
somme des carris des deux autres cdtes, diminuee de deux 
fois le produit de ces deux cdtis multiplie par le cosinus 
de I' angle A oppose au c6t6 consider i, 

Suivant que Tangle A est aigu ou oblus, on a, d'apr5s 
un th^or^me connu : 



a^ = b^ 
ou a^ = b^ 



c» — 26XAD 
c^ + 2bxAD. 



Mais, par definilion, on a : 

AD . AD 

- = cosAou- = -cosA, 

suivant que A est aigu ou obtus; on en tire, dans le pre- 
mier cas, AD = c cos A et dans le second : 

AD = — ccosA; 

portant ces valeurs dans les ^galitds correspondantes 
^crites plus haut, on obtient la formule unique : 

a^ = b* -\-c^ — 2 be cos A, c. q. f. d. 
Remarque. — La surface du triangle est : 

|aGxBD; 



11 
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» 

mais, d'aprfes ce qui pr^cMe, BD = AB sin A ; on a done : 

1 

S = ^bc sin A> 
2 

c est-^-dire que la surface du triangle est la moitie du 
produit de deux c6les multipli6 par le sinus de Tangle 
compris. 

283. — Nous pouvons maintenant traiterles probl^mes 
suivants : 

I. R^soudre un triangle^ connaissant un cdti a et deux 
angles, 

Le troisifeme angle est determine par r6galit6 ; 

A + B + G = 180°. 

Les formules du n** pr^cddent donnent ensuilc : 

, a sin B a sin C _, 1 . . _ 

sm A sm A 2 

ou S = Qac sin B. 

Exemple, — a=201^ B = 38«42', G = 18°14'. 
Onad'abord A = 123'»4'; 

puis : 

sin B = 0,6253; sin G = 0,3129; -4-r = 1,1933, 

* ' ' sm A ' 

d'oti: ^r^lSO"", c = 75°^, S = 4714=»'. 

II. Resoudre un triangle, connaissant deux cotes het ^ 
et V angle compris A. 

On aura d'abord, d'aprfes la deuxi^me proposition du 
n* precedent : 

a = ^b^ 4" ^* "~ 2^^ <50S A; 

on achfevera h Faide des formules : 

. _ 6 sin A . _ c sin A _ * r • a 

sinB = , sm G = , 8 = 560 sm A. 

a a 2 
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Comme verification on devra avoir : 

A-|-B + G = 180«. 

Exemple, — b = ISO"*, c = 75% A = i23H'. 

On a : 

cos A = — 0,5456, d'oti Ton tire a = 201 ». 

On a ensuile 

sinA=0,838i, 
d'ou Ton tire : 

sin B= 0,6254; sin C= 0,3127 

ct finalement : 

B = 38*»42', C = 18*'14', S=4714»'». 

III. Resovdre un triangle, connaissant les trois cdles 
a, b, c. 

Les angles seront donnas par les formules suivantes 
qui r^sultent de la seconde proposition du n° precedent : 

^''^^ = —Wc ' '^^^^ = ^0 ' 

_ a' + 6* — c* , 

cos G= 4r~i ' 

2a6 

Quant h la surface, on la calculera par la formule simple 
du n** 243 : 



^='^ p[p — o){p ^ b){jp — c) 
od 

gJ^b + C 

P — 2 

Comme verification on devra avoir A + B + G = 180*. 

Pour que le probl^me soit possible, il faut et il sufflt 
que le plus grand des trois c6tes donnas soit plus petit 
que la somme des deux autres. 

D^s que Ton connait Tun des angles, A, par exemple, on 



<, * 



in I 
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peut encore achever le probl^me en se servant des for- 
mules du probl^me pr^c^denl : 

. ^ sin A . c sin A _ i , . . 

sm B= , sinG = , S = ^6csinA. 

a ' a ' 2 

Fxemple.— a = 201™, 6 = 150^ c=7o"^. 

On trouve : 
cos A=— 0,5456, cos B=0,7803, cos G=0,9498. 
el Ton en d^duit : 
A=123°4', B = 38*'42', G = 18M4', S=4714"^i. 



EXERCICES 

I. — Galculer les diverses lignes trigonom6triques d'un 
angle a, connaissant : 



3 

sin a — -, 

4 


20 


cos a = 


5 
6' 


3< 


^7 


7 




cos a = 


19 
23' 




513 


2 
sm a ^3. 




cos a — 


18 
37' 




824 
*-^^= 37- 



2. — Trouver une formule permettant de calculer tg 2a, con- 
naissant tga. (On se servira des resultats obtenus en etudiant 
les lignes brisees regulieres circonscrites a un arc de cercle, et 
on obliendra la formule : 



tg2a 



_ 2 tg.g \ 

■"1— tg«o7 



3. — Monlrer comment on pourrait calculer directeraent la 
tangente d'un angle donne. 

4. — Determiner, a I'aide des tables, les lignes trigonome- 
triques des angles : 

25014'. 37043', 58059', 85011', 94013', 117054', 175014'. 

5. — Quels sont les angles d^finis par les t^galites : 

sin a = 0,3745, cos a = 0,8540, tg a = 0,3870, 
sin a = 0,9847, cos a = — 0,3789, tg a = — 0,4550, 
sin a = 0,0345, cosa= 0,1145, tga= 2,5747, 



f 
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* =2.3582, —1— = — 1,3479, — = 0.2024. 



sia a cos a. tg a 

* =1,4850, ^— = 2,1872, -^= 3.5345, 



sin a cos a tg a 

* =1,7249. —L- = — 3,1515, ^ = — 1,4774? 



sia a cos a tg a 

6. — Dans un triangle on a : 

6« + c* — a« 
cos A = -7 9 

En d^duire les formules : 

.ir, A _ . /Jp^b) (p - c) COS ^ = v/PiPEii 



>.A._. / (p-fc)(p-c) 

*2 V'^ip^^^r"' 



ou Ton a pose 

2p = a + & + c. 

7. — Dans un triangle on a : 



sin A sin B sin C 

R designant le rayon du cercle circonscrit. 

8. — Dans un triangle ABC, on mfene la hauteur AP et la 
bissectrice int^rieure AF. On pent calculer facilement le seg- 
ment PF que Ton trouve 6gal a — ^ ,, . -; en outre, 

aio H- c) 

p n 

Tangle PAF est 6gal a — - — ; on en deduit : 



B — G _ PF_ 6~c 
^ 2 "AP^bi-c 
et la formule definitive : 



/ pip — d) 
V(p-&)(p-6-) 



B— G b—c A 

tff = cotff — • 

^ 2 b+c °2 

9. — Resoudre un triangle rectangle avec les donn^cs sui- 
vantes : 

a=37'°,50, B=38°4' ; & = 64°^,50. B= 8^52'; 
a=104°^,5 , 6=37"^,48; 



— -J i V. 



tPl'ENDICB A LA OfiOU 


TKIB PLANE. 




5li'»,84, G 


= 46"55': 6 = 


30-,84, C = 49°3 




= I05-.4 , e = 


98-.05; 


■IS",?!, B 


= 2I°54'; c = 


8-,94. B=ll°4 


b 


= 8'J-,43. C = 


57-.91. 


Iteacudra 


Q triangle avec lea donntes suivani 


= I0'°.4S 


B= r^H' 


G= 104''48'. 


= 54-. 55 


A= 33-52' 


B= 52-6' 




= 45-, 91 


A= 45-47' 


B = U-36 




= lo-.g? 


,■ = a4-,09 


A= 24-1 8' 




= 45-.37 




A= 150-48' 




= lO'-'.ih 


6 = 85»!70 


c= 104-91 




= 22-35 


b = 29-,80 


c= 37-. 35 





1 



— 1^3 rteultals obtenus ea rSsolvatit les divera exer- 
lirfitedent devroal loujoura 6tre voriDSs, a I'uide de 
moins des nombreuses formules qui ont 6i6 indlqufes, 
Ic lexte mdme, soil daos les e: 
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LIYBE V 



LE PLAN ET LA LIGNE DROITE 



§ 1®'. — » Notions pr61iminaires. 

284. — Ainsi que nousravons d^jk dit, le plan est une 
surface telle que toute droite qui joint deux de ses points 
y est contenue tout entifere. 

De cetle definition, nous avons conclu les propositions 
suivantes, que nous rappelons ici : 

i ® Par une droite AB et un point G en dehors de cette 
Ugne^ on pent faire passer un plan et un seuL 

2° Par trois points A, 6, G non en ligne droite, on 
pent faire passer un plan et un seul. 

3® Par deux droites AB, AG qui se coupent, on pent 
faire passer un plan et un seuL 

Nous pouvons ajouter que : 

4** Par deux droites paralleles AB, GD, on pent faire 
passer un plan et un seul. 

En effet, d'apr^s la definition m^me (54), deux droiles 
parallMes sont dans un meme plan, de sorte qu'il passe 
un plan par les deux droites donn^es; d'ailleurs, ce plan 
est unique, puisqu'il contient Tune des droites AB, et un 
point quelconque G de I'autre, et que, par une droite et un 
point en dehors, on ne pent faire passer qu*un seulplan(J®). 



282 




LIVRE V. 




Fig. 223. 



285. — Une droile AB ne peut pas avoir plus d'un 
point commun avec un plan P sans 6lre contenue lout 
enti^re dans ce plan : ceci resulte de la definition mtoe 
du plan. 

Si la droite et le plan ont un point commun G, on dit 

qu'ils se coupent {fig. 223); le point G 
divise la droite en deux demi-droites 
GA, CB situ^es de part et d'autre du 
plan. 

Si la droite et le plan n'ont aucun 
point commun, si loin qu'on les pro- 
longe, on dit que la droite est para lie le 
au plan, ou que le plan est parallele a 
la droite, 

286. — Si deux plans V et Qse cQupent, leur intersec- 
tion est une ligne droite AB {fig. 224) ; car si A et B sont 
deux points communs aux deux plans, 1° la droite AB est 

situee dans chacun d'eux, d'apres la d6- 
9 finition du plan; 2° si G est un autre 
point de I'intersection, il est necessaire- 
ment sur la droite AB, sans quoi, par les 
P trois points A, B, C non en ligne droite, 
on pourrait faire passer deux plans dis- 
lincts P et Q, ce que nous savons im- 
possible. 

Gbacun des deux plans, P par exem- 
ple, est partag6 par Tautre Q en deux 
demi-plans situes de part et d'autre de ce plan Q. 

Si deux plans "9 et Q n'ont aucun point commun^ si 
loin qu'on les prolonge, on dit qu'ils sont paralleles. 

287. — Deux droiles dans Tespace peuvent 6tre situ^es 
dans un mtoe plan, ou non. 

Dans le premier cas, elles peuvent se couper ou 6tre 
par allies. 

Dans le second cas, elles ne peuvent ni se couper, ni 
6lreparallMes, puisquealors elles determineraient un plan. 
Dans le premier cas, le plan passant par Tune et un point 
de la seconde conlicnt celle-ci tout enti^re; dans le second 
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cas, lout plan passant par Tune et un point de la seconde 
coupe celle-ci. 

Pour d^montrer que deux droites dans Tespace sont 
paranoics, il ne suffit pas de faire voir qu'elles n'ont aucun 
point commun; il faut encore prouver qu'elles sont dans 
un m^me plan. 

Par un point C de Vespace^ on pent mener une paral- 
lele et uneseule a une droite donnie AB. 

La droite cherch^e est, en effet, situ^e dans le plan 
determine par la droite AB et le point G ; et Ton sail (57) 
que dans un plan on pent mener par un point une paral- 
151e et une seule k une droite donn^e. 

§ 2. — Droite et plan perpendiculaires. 

288. Definition. — Si une droite AB rencontre un 
plan P en un point A, et est perpendiculaire a toute 
droite AM siluee dans le plan P et passant par A, on dit 
que la droite est perpendiculaire au plan ou que le plan 
.est perpendiculaire d. la droite [fig, 225). 

Plus bri^vement, on dit qu'une droite est perpendicu- 
laire h, un plan, si elle est perpendiculaire h. toute droile 
passant par son pied dans le plan. 

Remarque. — II est bien entendu que, quand nous 
disons que deux droites qui se rencontrent sont perpendi- 
culaires, cela veut dire qu'elles sont perpendiculaires dans 
le plan qui les contient. 

De meme. Tangle de deux droites qui se rencontrent 
est Tangle qu'elles forment dans le plan qui les contient. 

Thi^or^me I 

289. — Si une droite AB rencontre un plan P en A, 
et est perpendiculaire k. deux droites AM, AN situ^es 
dans ce plan et passant en A, elle est perpendicu- 
laire au plan P (fig. 225). 

II faut d^montrer que la droile AB est perpendiculaire 
k toute droite AQ passant par, son pied dans le plan P. 
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Soil B un point quelconque de la droile AB et prolon- 
geons AB de Taulre c6t6 du plan d'une longueur AB' 
egale h AB. 
Soit Q un point quelconque de la droite AQ et menons 

par Q une droite qui coupe les deux 
droites donn^es AM et AN en M et N. 
La droite MA ^tant perpendiculaire 
sur BB' en son milieu A, on a (50) 
BM = B'M; on verra de m6me que 
BN = B'N. 

Les deux triangles BMN, B'MN sont 
par suite 6gaux comme ayant les trois 
c6t4s 6gaux chacun k chacun (MN 
commun, BM = B'M, et BN = B'N 
d'aprfes ce qui pr^cfede). L'^galit^ des 
angles BMQ, B'MQ en r^sulte, et par 
suite r^galit^ des triangles BMQ, 
B'MQ qui ont un angle 6gal compris 
entre deux c6tes 6gaux chacun k cha- 
cun (MQ commun, BM = B'M). 
On en d^duit r<^galil6 des c6l6s BQ et B'Q, de sorte 
que le triangle BQB' est isoc^le : or, dans ce triangle, 
QA est, par construction, la m^diane de la base; done, 
QA est aussi perpendiculaire sur BB', c. q. f. d. 




Fig. 225. 



ThiSoreme II 



290. — Par un point donn6, on pent mener un 
plan perpendiculaire sur une droite donn6e, et Ton 
ne peut en mener qu'un. 

V Supposons le point donn6 A sur la droite donnee XY 
{fig, 226). 

Menons deux plans quelconques R, S par la droite XY, 
et dans chacun de ces plans menons les perpendiculaires 
AB, AC sur la droite XY. Le plan P d^lermin6 par les 
droites AB et AG est perpendiculaire k XY, d'apr^s le 
th^orfeme pr^c^dent, puisque XY est perpendiculaire aux 
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deux droiles AB, AG passant par son pied dans le plan P. 

D'ailleurs, il n'exisle pas d'autre plan perpendiculaire 
en A ^ XY. En effel, soil P' un lei 
plan ; son intersection avec le plan R 
est perpendiculaire h XY, d'aprfes la 
definition (288), et par suite coin- 
cide avec AB, puisque, dans un 
plan, on ne pent mener qu*une per- 
pendiculaire k une droite par un 
point pris sur cette d^'oite (19). De 
m6me I'inlersection des plans P' 
et S coincide avec AC. Le plan P' 
contenant les deux droites AB et AG 
coincide par suite n6cessairement 
avec le plan P. 

2** Supposons le point donn6 en dehors de la droite 
donnee ZT {fig, 227). 

Consid^rons la figure pr6c6dente et transporlons dans 
I'espace Tensemble form^ par la droite 
XY et le plan P, de faQon que XY 
vienne coincider avec ZT; puis fai- 
sons-le glisser le long de ZT de fagon 
que le plan P vienne passer par le 
point : nous aurons alors un plan P 
passant par le point et perpendicu- 
laire en A ^ la droite ZT. 

D'ailleurs, il n'existe pas d'autre 
plan passant en et perpendiculaire h ZT. En efTet, 
soit P' un tel plan ; Tinlersection de ce plan et du plan 
determine par le point et la droite ZT est perpendicu- 
laire a ZT, d'apr^s la definition, et par suite coincide 
avec OA, puisque OA est perpendiculaire h ZT, et situee 
dans le plan OZT, et que, dans un plan, on ne peut 
mener qu'une perpendiculaire k une droite par un point 
pris en dehors de cette droite (28). Le plan P' est done, 
comme le plan P, perpendiculaire a ZT en A, et par suite 
coincide avec le plan P, d'aprfes ce qui a 6t6 demon tr^ 
dans le premier cas. 
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TniilOREME III 

291. — Par un point donn6, on pent mener une 
droite perpendiculaire & un plan donn^, et Ton ne 
pent en mener qu^une. 

!•» Supposons le point donn6 dans le plan donne Q 

{fig, 228). 

Consid^rons la figure 226, et Iransportons dans I'es- 

x/ pace I'ensemble form^ par la droile 

XY et le plan P, de fagon que le plan 

P vienne coincid^T avec le plan Q, 

le point A coincidant lui-m^me avec 

le point : nou^ aurons alors une 

droite XY perpendiculaire en au 

plan Q. 

D'ailleurs, 11 n'existe pas d'autre 
droite perpendiculaire en au plan 
Q. Eneffet, soitXT' une telle droite : 
leplan des deux droites XY, X'Y' coupe le plan Q suivant 
une droite OM, et d'apr^s la definition (288) les deux 
droites XY, X'Y' sont perpendiculaires sur OM, ce qui 
est impossible d'apr^s le th^or^me du n° 19. 

2° Supposons le point donn^ 
en dehors du plan donne Q [fig, 229). 
Gonsid^ronsla figure 226, et trans- 
portons dans I'espace Tensemble 
forme par la droite XY et le plan P, 
de faQon que le plan P vienne coin- 
cider avec le plan Q, puis faisons 
glisser le plan P sur le plan Q, de 
faQon que la droite XY passe par le 
point : nous aurons alors une 
droite XY passant par le point et 
perpendiculaire en A au plan Q. 

D'ailleurs, il n'existe pas d'autre droite passant par 
et perpendiculaire au plan Q. En effet, soit X'Y' une telle 
droite et A' le point oti elle coupe le plan Q. Le plan 
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des deux droites XY, X'Y' coupe le plan Q suivant la 
droite AA', et, d'apr^s la d^finilion, les deux droites XY, 
X'Y' sont perpendiculaires sur AA', ce qui est impossible 
d'apr^s le thto^me du n° 29. 

292. — Si une droite rencontre un plan sans lui 6tre 
perpendiculaire, on dit qu'elle est oblique h ce plan. 

TnifiORtME IV 

Si d*un point O pris hors d*un plan P, on mtae k 
ce plan la perpendiculaire OA et diverses obliques 
OB, OG, OD, 

1° La perpendiculaire OA est plus courte que 
toute oblique OB; 

2° Une oblique OB est sup6rieure, ^gale ou inf^- 
rieure k une oblique OG ou OD suivant que la dis- 
tance AB du pied de la premiere au pied de la per- 
pendiculaire est sup^rieure, ^gale ou inf^rieure k la 
distance AG ou AD du pied de la seconde au pied de 
la perpendiculaire [fig. 230). 

1° Dans le triangle rectangle OAB, on a OA < OB. 

2° Supposons AB = AG. Les deux triangles rectangles 
OAB, GAG sont 6gaux comme ayant 
les c6tes de Tangle droit ^gaux 
(AB = AG et OA commun) : on en 
deduit OB = OG. 

3° Supposons AB < AD. Prenons 
sur AD un point G tel que AG = AB ; 
d'apr^s ce qui pr^c^de OB = OG ; 
mais, dans le plan GAD, Toblique OD pig. 230. 

s'ecartant du pied de la perpendicu- 
laire plus que I'oblique OG, on a (45) OD > OC, et par 
suite OD > OB, c. q. f. d. 

CoroUaire. — La perpendiculaire abaiss^e d'un point 
sur un plan est la ligne la plus courte qu'on puisse mener 
du point au plan : aussi Uappelle-t-on distance du point 
au plan, 

293. — Les r^ciproques des propositions prec^denles 
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sonl (5videmment vraies en verlu du principe gt^nSral du 

n^ 39. On peul les ^noncer ainsi ; Si I'on considire plu- 

sirurs droites OA, OB, OG, OD menses d'un point aun 

1" Si la droite OA est plus courts que foute autre divite 
nifiin: 6u point au plan, elle coincide avec la perpendi- 
nikiiremenie deO sur le plan; 

2" La distance AB du pied d'une oblique OB au pied 
dr. la perpendiculaire est supirieure, (gale ou infirieure 
A III distance AG ou AD du pied d'une autre oblique OG 
ou OD suivant que la premiire oblique est superieure, 
egah- o« infdrieure A la seconde. 

Th^oheue V 

294. — Soit A le pied d'ane perpendiculaire OA ft 
un plan P; soit B le pled de la peppendlculalre 
mea6e do point A anr nne droite CD du plan P, et 
soit O un point quelconque de la droite OA : la droite 
OB est perpeniUculali-e sur la di-olte CD tf!g. 231). 

Pi'TOOTis sur la droite CD deux points G et D fiquidis- 

liiiils da point B : les distances AG et AD sont alors Sgales 

puisque AB est perpendiculaire sur CD 

ea son milieu (50). Les triangles OAC, 

GAD sont reclangles en A d'aprfea 

riiypothfese, et ont les c6l6s de Tangle 

droit Sgaux (AC^AD et OA com- 

muu); ils sont par suite ggaux, de 

sorle que OG = OD. 

i, j,3, Le triangle OGD est done isocfele, 

el OB qui est la m^diane de la base 

esi aussi perpendiculaire sur cetle base CD, c. q. f. d. 

Remarque. — Ge th^or^me est connu sous le nom de 
tli'orime des trots perpendiculaire^. 
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2. — Quelle est la surface engendr^e par une droite qui 
8*appuie sur une droite doun^e et reste parall^Ie a une secoode 
droite donn6e rencontrant la premiere? 

3. — Le lieu g6om6trique des droites perpendiculaires a une 
droite donn6e XY en un point A de cette droite est le plan per- 
pendiculaire a XY mene par A. 

4. — Le lieu geometrique des points 6quidistants de deux 
points donnas A et B est le plan perpendiculaire sur la droite 
AB en son milieu. 

5. — Les plans perpendiculaires aux trois cdt6s d'un triangle \y 
en leurs milieux se coupent suivant une mdme droite qui est le/\ 
lieu geometrique des points dquidistants des trois sommets du 
triangle. 

6. — Soient donnas quatre points dans Tespace non situ^s 
dans un mdme plan. Les plans perpendiculaires sur les six 
droites qui joignent ces quatre points deux a deux en leurs 
milieux se coupent en un m6me point qui est Equidistant des 
quatre points donnas. 

7. — Le lieu g6om6trique des points d'un plan P situes a 
une distance constante I d'un poiot pris en dehors de ce plan 
est une circonference ayant pour centre le pied A de la perpen- 
diculaire abaissEe de sur le plan. Si h est la distance du 
point au plan, et R le rayon de cette circonfdrence, on a : 

Z2 = /i« + R«. 

Applications, — Galculer R, sachant que /i=5",2 et /= 6™,5. 

n^ponse. — R=3"»,9. 

Galculer h, sachant que Z = 9",l et R = 3™,5. 

Riponse, — /i = 8™,4. 

Galculer l, sachant que /i= 11™, 52 et R= 10™,40. 

R6ponse. — Z = 1 5™, 52 . 

8. — R6ciproque du th^oreme des trois perpendiculaires. — 
En se reportant a r6nonc6 de ce theoreme, demontrer que, 
si OB est perpendiculaire sur GD, AB est aussi perpendiculaire 
sur GD. 

9. — Mener par un point donn6 une droite qui rencontre 
deux droites donnees non situees dans le mdme plan, 

§ 3. — Droites et plans parall^les. 

Th^orI:me YI 

295. — Si une droite AB coupe un plan P en A, 
toute droite GD parall^le h, AB coupera aussi le >( 
plan P {fig. 232). 

En effet, soit AM rintersection du plan P avec le plan 

ANDOYBR. — GEOMETRIB. 13 
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des deux droiles parallMes AB, CD ; AM rencontrant AB 
rencontrera sa parallfele CD en un certain point C (58) : 
ce point G est le point d'intersection de CD avecleplan P. 

D'ailleurs CD ne peut 6tre dans le 
plan P, sans quoi elle comciderait 
avec AM et ne serait pas parallWe 
iAB. 

296. Gorollaire. — Si deux 
droites AB, CD sont paralleles, tout 
plan parallele d. la premiere ou con- 
tenant la premiere est parallele a la 
seconde ou la contient; car, s'il la coupait, il couperait 
aussi la premiere, ce qui est contraire k Thypoth^se. 




Fig. 232. 



Th^orIime VII 



B 



lY 



297. — Si deux droites AB, CD sont paralleles & 
une m6me droite XT, elles sont parall61es entre 
elles [fig. 233). 

D'abord AB et CD ne peuvent se rencontrer, sans quoi 
de leur point d'intersection on pourrait mener deux pa- 
rallMes i XY, ce qui est impossible (287). II suffit done 
de montrer que AB et CD sont dans un m^me 
B plan : or, si le plan P qui passe par AB et 
un point quelconque C de CD ne contenait 
pas CD, il couperait cette droite, et par suite 
aussi sa parallMe XY d'aprfes le th^or^me 
pr6c6dent. Le plan P coupant la droite XY 
C couperait aussi sa parallMe AB en vertu du 
p. 223 ni^me th6or^me; mais ceci est absurde, 
puisque par hypoth^se P contient AB. II faut 
done que le plan P conticnne la droite CD, ce qui d^- 
montre le th6orfeme. 
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TniiOREME VIII 

208. — Si une droite AB est perpendiculaire en B 
h un plan P, toute droite CD parall^le k AB sera 
perpendiculaire au m6me plan (fig, 234). 

Le plan P rencontre CD en un certain point D (295). 
Dans le plan ABGD, AB est, par hypothfese, perpendicu- 
laire k BD, et par suite il en est de m^me de sa parall^le 
CD (59). Soit dans le plan P EG per- 
pendiculaire i BD en D et A un point 
quelconque de AB. D'aprfes le tWo- 
rfeme des trois perpendiculaires, la 

droite EG perpendiculaire h BD est 

aussi perpendiculaire h AD, et par Fig. 231. 

suite perpendiculaire au plan DAB; 
or CD est dans ce plan, done EG est. aussi perpendiculaire 
k CD d*apr5s la definition des droites et plans perpendi- 
culaires. En resume, la droite CD est perpendiculaire aux 
droites BD et EG et par suite perpendiculaire au plan P, 
c. q. f. d. 

TH]^0R]^1II£ IX 

299. — Si deux droites AB, CD sont perpendi- 
culaires & un m6me plan P, elles sont paranoics 

ifig^ 234). 

Par un point quelconque de CD menons la parallMe 
k AB ; elle sera perpendiculaire au plan P d'aprfes le th6o- 
r^me pr^c^dent : mais par un point on ne pent mener 
qu'une perpendiculaire k un plan; done la droite CD 
coincide avec cette parallMe, c. q. f. d. 

Th^oreme X 

300. — Si une droite AB, non contenue dans un 
plan P, est parall^le k une droite CD de ce plan, 
elle est parall^le au plan P [fig. 235). 

Car si le plan P coupait la droite AB, il couperait sa 
parall^le CD (295), ce qui est contre I'hypoth^se, 
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Remarque. — Ge Ih^or^me nous montre Texistence 
des droite et plan parallMes. 

Th£or£:me XI 

301. — Si une droite A6 est parall^le h, an plan P, 
rintersection CD d*un plan quelconque Q mend 
par AB avec le plan P est une droite paralldle k AJ3 

(Jig. 235). 

En premier lieu, AB et CD sont dans un m^me plan Q ; 

en second lieu, AB et CD ne peu- 

^ ^ vent se rencontrer, car leur point 

i. f^— p d'intersection, situ6 sur CD, serait 

/ L I / dans le planP, cequi est absurde, 

1. - / puisque AB est parallfele k ce plan. 

Fig. 235. Done AB et CD sont parallMes, 

c. q. f. d. 

302. Corollaire. — Si par un point G (TunplanV 
on mene une parallele CD d une droite AB parallele au 
plan P, la droite CD est tout entiere situee dans le plan P. 

En effet, le plan ABC coupe le plan P suivant une pa- 
rallMe h AB, avec laquelle coincide la droite CD, puisque 
par un point on pent mener une seule parallMe k une 
droite. 

Th^or^me XII 

303. — Si deux plans P et Q sont parall^les h une 
m6me droite XT, leur intersection AB est parallele 
k cette droite {fig, 236). 

Car, si par un point quelconque A de Fintersection on 
m^ne la parallMe k XY, elle est contenue tout entifere 
dans chacun des deux plans (302) et par suite coincide 
avec AB. 

ThiSoreme Xni 

304. — Si un plan R coupe deux plans paral- 
l^les P et Q, les droites d^intersection AB et CD sont 
parallMes (fig. 237). 

En premier lieu, les droites AB et CD sont dans un 
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m6me plan; en second lieu, eJles ne peuvent serencon- 
trer : car leur point d'inlerseclion appartiendrait k la 
fois aux deux plans P et Q qui ne seraient pas parallMes. 

Th^orIime XIV , 

305. — Si deux plans P et Q sont parall61es, toute 
droite AG qui coupe le premier en A coupe le second 

(fig. 237). 

Faisons passer un plan R par la droite AG et un point 
quelconque D du plan Q : ce plan coupera les deux plans P 
et Q suivant deux droites parallMes AB, DE, et la droite 





Fig. 237. 



AG qui coupe Tune, coupera Tautre en un certain point G 
(58) : ce point G appartiendra d'ailleurs au plan Q, 
c. q. f. d. 

306. Corollaire. — Si deux plans P et Q sont paral^ 
lelesj toute droite XY, parallile au premier ou contenue 
dans le premier, sera parallele au second ou contenue 
dans le second. 

Gar, si elle coupait le second, elle couperait le premier, 
ce qui est contraire k I'hypoth^se. 
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Th^orIime XV 

307. — Si deux plans P et Q sont parall^les, tout 
plan R qui coupe le premier suivant une droite AB 
coupe le second (fig. 237). 

Par un point A de AB menons dans le plan R une droite 
quelconque AG ; cette droite coupe le plan P et par suite 
le plan Q en un certain point G d'apr^s le th^or^me pre- 
cedent : les plans R et Q, ayant un point commun G, se 
coupent suivant une droite CD. 

308. Corollaire. — Si deux plans P et Q sont pa- 
ralleles a un mime plan R^ Us sont paralleles entre 
eux. 

Gar, si P coupait Q,il couperait R, ce qui est contraire 

I'hvnnfii^cp. 



k I'hypoth^se. 



TnifiORi^MB XVI 



309. — Par un point donn6 A, on pent mener un 
plan paranoic h, un plan donn6 A et Ton ne pent en 
mener qu'un [fig, 238). 

Par le point A menons deux droites AB, AG parallMes 
k deux droites A'B', A'G' quelconques du plan P, et par 
suite paralleles au plan P (300). Le plan Q des deux 

droites AB, AG est parall^le au plan 
P : car, si ces deux plans se cou- 
paient, leur intersection serait k la 
fois parallMe aux deux droites AB, 
AG (303), ce qui est impossible. 

D'ailleurs, il n*existe pas d'autre 

plan parallMe au plan P passant par 

*^* * le point A : car, si Q' 6tait un tel 

plan, le plan Q' coupant le plan Q couperait le plan P pa- 

rallMe k Q (307), et par suite ne serait pas parallMe au 

plan P. 
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THfiORl^MB XVn 

310. — Deux plans perpendiculaires d. une mdxne 
droite sont parall^les. 

Car, s'ils avaient un point commun, on pourrait mener 
de ce point deux plans perpendiculaires sur une m^me 
droite, ce qui est impossible (290). 

Th6or6me xvin 

311. — Si deux plans P et Q sont parall^les, toute 
droite AB perpendieulaire au premier est perpen- 
diculaire ^Tautre ^g. 239). 

La droite AB coupe le plan Q en B ; par A dans le 
plan P menons les deux droites AG, 
AD et par B les deux parallMes k 
ces droites BE, BF, ces deux droites 
seront dans le plan Q (302). Dans 
le plan ACBE, la droite AB perpen- 
dieulaire k AG est aussi perpendieu- 
laire k BE parallMe k A(i ; on verra 
de mtoe que AB est perpendieulaire 
k BF; la droite AB 6tant perpendi- 
eulaire aux deux droites BE, BF Fig. 839. 
du plan Q est perpendieulaire k ce 
plan (289), c. q. f. d. 

THlgORlSfE XIX 

312. ^ Deux droites paranoics AB, CD comprises 
entre deux plans parall^les P et Q sont 6gales 

(fig, 240). 

Le plan ABGD coupe les plans P et Q suivantdeux 
droites AG, BD parallfeles (304) ; la figure ABGD est done 
un parall^logramme, et Ton a AB = GD, c.q. f.d. 

Si, en particulier, AB et GD sont perpendiculaires aux 




plans P Qt Oi ce sont les distances des points A et G au 
plaa Q; ces distances 4taiil 6gales, on dit que deux plans 
paralMcs sont partoul iquidistants. 

313. — Trots plans parallUes P, Q, H Interceptent 
sur deux droltes ABC, A'B'C qvelconqnes des seg- 
ments proportlonnels (fig. 241). 

Par A menoDs une parallfele k A'B'C qui coupe les 



ZtJ^ 




plans Q et 11 eo B" et C". D'aprfes le lli^ortme prfefident, 
on a : 

A'B' = AB", B'C' = B"C". 

En oulre, les droiles BB", GG" sont parallfeles, etron 
a duns k' plan ABCB''G" (156) : 

AB BG . 
AB"~B"G"' 
on a done aussi 

AB BC , , 

^. = g^,c.q.f.d. 

Ceci s'applique, quelle que soit la disposition de la 
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Th]£or£:me XXI 

314. — di deux angles BAG, B'A'C ont leurs e6tds 
respectivement parall^les et de indme sens, ils sont 
6gauz, et leurs plans sont parall^les {fig. 242). 

Les plans des deux angles sont parallMes en vertu du 
n* 309. 

Menons maintenant par un point B quelconque sur AB, 
une parallMe k A A' qui coupe A'B' en B', et de ni^me par 
un point G quelconque sur AG une pa- 
rallMe k A A' qui coupe A'G' en G'. 

Les figures ABA'B', ACA'G' sont 
des parall^logrammes ; de sorte que A| 
Ton a : 

A'B' = AB, A'G' = AG, 

et aussi 

BB' = GG' = AA'. 

La figure BG B'G' est alors aussi un parall61ogramme 
comme ayant deux c6t6s opposes 6gaux et parallfeles, et 
Ton a BG=B'C'. Les deux triangles ABC, A'B'G' ont par 
suite les trois c6t6s 6gaux chacun i chacun; ils sont 
done 6gaux, et Ton a A=: A', 
c. q. f. d. 

Remarque. — On verrait 
imm^diatement comme au 
n° 66 que deux angles dont les 
c6t6s sont respectivement pa- 
rallMes et de sens contraires 
sont ^gaux, et de mSme que 
deux angles dont deux c6t6s 
sont parallfeles et de m6me sens 
et les deux autres parallMes et 
de sens contraire sont supple- 
mentaires. Dans lous les cas, les plans des deux angles 
sont parall^les. 

13. 




Fig. 243. 






^%. 
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315. — Gonsid^rons dans I'espace deux droiles dirig^es 
dans des sens donnas AB, CD qui ne se rencontrent 
pas [fig. 243). Par un point quelconque de I'espace, 
menons deux demi-droiles OG, OH parallMes i AB et CD 
et respectivemenl de ratoe sens. D'apr^s le ih^or^me 
pr6c6denl, Tangle GOH reslera constant quand le point 
variera, car si G'O'H' est une seconde position de cet 
angle, les deux angles GOH, G'O'H' sont 6gaux en vertu 
du numero pr6c6dent. Cet angle est appel6 Tangle des 
deux droites donn^es AB, CD. Si cet angle est droit, les 
deux droites sont dites perpendiculaires : ainsi une ver- 
ticale quelconque est perpendiculaire k une horizontale 
quelconque. 

EXERCICES 

1 . — Quel est le lieu g6om6trique des droites paralleles a un 
plan menees par un point donn6? 

2. — Une droite et un plan perpendiculaires a une m6me 
droite sont paralleles. 

3. Si deux plans sont respectivement paralleles a deux plans 
qui se coupent, Tintersection des deux premiers est parallele a 
I'intersection des deux seconds. 

4. — Quel est le lieu geometrique des points situes a une 
distance donn6e d'un plan donne? 

5. — Mener par un point un plan parallele a deux droites 
qui ne se coupent pas. 

6. — Mener une droite parallele a une droite donnee et s'ap- 
puyant sur deux droiles donnees. 

7. — Solent quatre points A, B, C, D dans I'espace; en les 
joiguant successivement deux a deux, on forme un quadrilatere 
gaucJie; la ligure formee en joignant deux a deux les milieux 
des c6t6s cons^cutifs de ce quadrilatere est un parallelogramme. 



§ 4. — Les angles di^dres. — Les plans 
perpendiculaires. 

316. — Un angle diedre ou simplement un diidre est 
la figure formee par deux demi-plans P et Q limit^s h une 
in^me droite AB {fig, 244). 

La droite AB est Varete du difedre; les demi-plans P 
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Fig. 244. 



et en sont les faces. On d^signeun di^dre en nommant 

son ar^te s'il ne doit pas en resuller d'ambiguit6 ; dans 

le cas contraire, c'est-^-dire si plusieurs difedres onl la 

m^me ar^te, on d^signe un di^dre par 

quatre leitres : une sur chacune des faces 

et deux sur TarMe qu*on 6nonce entre les 

deux autres. Ainsi, dans la figure 244, on 

dira le diMre AB, et, dans la figure 245, on 

dira le di^dre PABQ, ou le diMre PABR, ou 

le di^dre QABR. 

Deux angles di^dres sont adjacents s'ils 
ont la m^me ar^e et une face commune, 
et si, en outre, ils sont situ^s de part et 
d'autre de la face commune. Ainsi {fig. 245) les difedres 
PABQ, RABQ sont adjacents; les difedres PABQ, PABR 
ne sont pas adjacents. 

317. — On voit imm^diatement que la 
theorie des angles di^dres est tout h fait 
analogue k celle des angles ; aussi ne don- 
nerons-nous aucun detail, nous contentant 
d'^noncer les th^or^mes fondamentaux, et 
renvoyant pour les explications k celles 
qui ont 616 donn^es dans la theorie des 
angles (§ 1", liv. P'). 

On comparera deux angles diMres comme nous avons 
compart deux angles ; en particulier, deux difedres sont 
6gaux s'ils peuvent coincider. 

L'6tude de I'addition des diMres sera renduc facile 
gr^ce aux m^mes considerations 
que celles qui nous ont servi 
dans reiude de Taddition des 
angles. Celte 6tude devient d*ail- 
leurs intuitive si Ton remarque 
que Tangle diMre est une gran- 
deur g6om6lrique engendr^e par 
la rotation continue d'un demi- 
plan mobile Q tournant autour d'une droite AB comme 
charnifere k parlir d'une position fixe P {fig, 246). 




Fig. 245. 
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Le difedre PABQ va en croissant constamment et d*une 
faQon continue quand le demi-plan Q qui Tengendre 
tourne autour de la droite AB dans le sens de la flfeche, 
en partant de la position ABP pour arriver jusqu'^ la 
position ABP'. 
Si Ton imagine que ce mouvement de rotation du 

demi-plan Q puisse se continuer indefi- 
niment au deli de la position ABP', on 
comprend imm^diatement ce qu'on doit 
entendre quand on parle de la somme 
d'un nombre quelconque d'angles difedres. 
318. — Deu^ dihdvessoni opposes par 
rarSte lorsque les faces de Tun sont les 
prolongements des faces de Vautre. Tels 
_,. -._ sont les deux di^dres PABQ, P'ABQ' 

'Le plan bmecteur d'un difedre est le demi-plan qui le 
partage en deux parties 6gales. 

Un demi-plan ABQ qui coupe 

/^ K un plan P suivant une droile AB 

/ \ \ forme avec ce plan deux diMres 

w \ V 7 adjacents PABQ, P'ABQ [fig. 

/ \^ r T 248) ; en g^n^ral, ces deux dife- 

L \L / dres sont in^gaux, et alors le 

Fig. 218. "^^^ Q ®st oblique sur le plan P. 

Si ces deux angles sont 6gaux, le 
plan Q est perpendiculaire sur le plan P. 

Th]6orI:m3 XXII 

319. -- Par une droite AB d'un plan P, et d*un c6t6 
donn6 de ce plan, on pent mener un demi-plan per- 
pendiculaire an plan P et Ton ne pent en mener qu'un 

(m6me demonstration qu'au n** 19, et ainsi des th^or^mes 
suivants). 

320. — Un di^dre droit est un difcdre dont une des 
faces est perpendiculaire sur Taiitre. 
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Th^ori^me XXIII 

Tous les angles di^dres droits sont 6gaux. 

321. — L*angle di^dre droit peut servir d'unit6. 

Un diMre est aigu ou obtus suivant qu'il est inferieur 
ou sup^rieur k un di^dre droit. 

Deux difedres sont compUmentaires ou suppUmentaires 
si leur somme vaut un diMre droit ou deux difedres droits. 

Th^ori^me XXIV 

322. — Si plusieurs demi-plans Q, R, S passent 
par une droite AB d'un plan P, et sont situ^s d^un 
m^me c6t6 de ce plan, la somme des di^dres cons6- 
cutifs ainsi formes vaut deux di^dres droits. 

En partieiilier, les deux di^dres adjaeents formes 
avec un plan P par un demi-plan Q qui le coupe sui- 
vant une droite AB, sont suppl^mentaires ; et r6ci- 
proquement. 

Si plusieurs demi-plans Q, R, S, T, U passent par 
une m6me demi-droite AB, et sont situ^s les uns 
d'un c6t6, les autres de Tautre c6t6 d'un queleonque 
d'entre eux prolong^ ind^finiment, la somme des 
angles cons^cutifs ainsi formes autour de la droite 
AB vaut quatre angles di^dres droits. 

Si un demi-plan Q est perpendiculaire sur un 
plan PP', il en est de m6me de son prolongement Q' ; 
et inversement, les demi-plans P et P' sont perpen- 
diculaires sur le plan QQ'. 

Deux angles di6dres opposes par Fardte sont 
6gaux. 

Les plans bissecteurs des quatre diddres formes 
par deux plans qui se coupent sont deux plans per- 
pendiculaires. 

323. — On appelle angle plan correspondant k un 
diMre donn6 PAB [fig, 249) I'angle DCE que Ton forme 
en menant par un point queleonque G de I'ar^te, et dans 
chacune des deux faces, une perpendiculaire k cette arete. 
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Quel que soit d'ailleurs le point G choisi sur Tarele, 

Tangle plan DGE oblenu a loujours la 

m6me valeur, car si D'G'E' est une se- 

conde position de cet angle, les deux 

angles DGE, D^G'E' sont 6gaux comme 

ayant leurs c6t6s respectivemen.t paral- 

Mes et de meme sens. 

Le plan GDE est perpendiculaire h Ta- 

249 ^^^® ^^' reciproquement, il est elair que 

^^' * tout plan perpendiculaire h Tarete coupe 

le difedre suivant son angle plan. 




Th^ori^me XXV 



324. — li^angle plan d^un diddre AB est sup^rieur, 
^gal ou infgrieur d, celui d^un autre di^dre CD, sui- 
vant que le premier di^dre est sup6rieur, ^gal ou 
inf6rieur au second, et reciproquement. 

Pour apercevoir immediatement la verity du theor^me, 
il sufflt de supposer que les deux di^dres ont la m6me 
ar^te et une face commune, et, en outre, qu'ils sont situ^s 
du mSme c6te de cette face commune; le theor^me est 
alors Evident, puisque, d'apr^s ce qui a 6t6 dit plus haut, 
les deux angles plans peuvent Mre obtenus en coupant 
les deux di^dres par un m^me plan perpendiculaire h. 
Tar^te. Les r^ciproques sont vraies d'apr^s- le principe 

g^n^ral du n° 39. 

325. Corollaire. — U angle 
plan d/un diedre droit est un angle 
droit J et reciproquement. 

Soit le plan Q perpendiculaire 
suivant AB au plan PP'; par un 
point quelconque G de AB, menons 
DD' perpendiculaire h AB dans le 
plan PP' et GE perpendiculaire k AB 
dans le plan Q [fig. 250). Les deux di^dres droits egaux 
PABQ, P'ABQ ont des angles plans egaux : ces angles 




Fig. 250. 



A 

i 
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sODt d'ailleurs les angles DGE, D'CE qui sonl adjacents 
et supple menlaires ; ^lanl en outre 6gaux, Os sonl droits, 
c. q. f. d. 

R^ciproquement, si Tangle DCE est droit, le di^dre 
PABQ est droit. En effet, Tangle D'CE est droit aussi; 
par suite, les difidres PABQ, P'ABQ, ayant des angles 
plans ^gaux, sont 4gaux; comme ils sont d^ji adjacents 
et suppt^mentaires, 11 en r^sulle qu'ils sont droits, c. q. f. d. 



TneoBfiME XXVI 

326. — Le rapport de denx angles dlAdres AB, A'B' 
est 6gal aa rapport de leurs angles plans DCE, D'CE' 

[fig. 251). 

Supposons que le rapport des difedres AB, A'B' soit le 
□ombre fraclionnaire 5, 11 en r^sulte que le dif^dre AB 
conlient trois fois le cinqui^me du difedre A'B', ou qu'il 
existe un m£me di^dre contcnu IroJs fois dans AB et cinq 
fois dans A'B'. Divisons 
done le difedre AB en trois 
parlies ^gales, et le difedre 
A'B' en cinq parlies 4gales 
enlre elles el aux pr^€- 
denles d'aprfes ce qui pr4- 
cfede. 

Ces difedres partlels lous 
£gaux auroot des angles 
plans 6gaux d'aprfes le th^o- 
rfeme precedent; ces angles 
plans seront les premiers 
dans le plan de Tangle DCE, 
les seconds dans le plan de Tangle D'CE' ; Tangle DCR en 
contiendra donclrois, el Tangle D'CE' en conliendra cinq. 
L'angle DGE conlient, par suite, Irois fois le cinquifeme 
de Tangle D'CE', c'esl-i-dire que le rapporl des angles 
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plans DGE, D'G'E' est le nombre = ^gal au rapport des 

angles diMres AB, A'B', c. q. f. d. 

327. — II r^sulte de ce th^orfeme que les angles diedres 
sont proportionnels a leurs angles plans. Par suite, on 
peut ^noncer le th^orfeme suivant (112) : 



th^or^me xxvn 

Un angle di6dre a m6me mesure que son angle 
plan, ti condition que Ton prenne pour unit6 d'angle 
di^dre Tangle di^dre qui a Tunit^ d'angle pour 
angle plan. 

Si, par exemple. Tangle droit est Tunit^ d'angle, il 
faudra prendre Tangle di^dre droit pour unit6 d'angle 
diMre (325). 

Si le degr6 est Tunit6 d'angle, il faudra prendre pour 
unit6 d'angle di^dre la quatre-vingt-dixi^me partie de 
Tangle di^dre droit, etc. 

Plus brifevement, on se contente de dire qu'wn angle 
diedre a meme mesure que son angle plan, eiLonJvalue 
les angles diMres en degr^s, minutes et secondes comme 
leurs angles plans. 

TH^ORjfcME xxvin 

338. — Si deux plans P et Q sont pex^pendiculaires 
Tun k Tautre, toute droite CD men^e dans Q perpen- 
diculairement h Pintersection AB est perpendicu- 
laire k P [fig. 252). 

Menons par le point D la perpendiculaire DE k AB dans 
le plan P. L'angle CDE est Tangle plan du diedre PABQ, 
et par suite est droit; la droite CD est done perpendicu- 
laire k la droite DE; comme elle est d6j^, par hypoth^se, 
perpendiculaire k la droite AB, elle est perpendiculaire au 
plan P de ces deux droites, c. q. f. d. 



K 
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TinfiORiiiME XXIX 

329. — Si une droite CD est perpendicnlaire k un 
plan P, tout plan Q passant par cette droite est per- 
pendicnlaire au plan P {fig. 252). 

Soit AB rinterseclion des 
deux plans, et par le point D 
menons DE perpendicnlaire h 
AB dans le plan P. CD perpen- 
dicnlaire au plan P est perpen- 
dicnlaire ^ AB et ^ DE : il en 
r6sulte que Tangle GDE est p. ^^ 

droit et que cet angle est Tangle 

plan du di^dre PABQ. Ge di^dre est par suite droit (325), 
c. q. f. d. 

TH]gOR£:ME XXX 

330. — Si deux plans P et Q sont perpendicu- 
laires entre eux, et que par un point G de Tun Q on 
m^ne une perpendicnlaire CD k l?autre P, cette 
droite sera tout enti^re contenue dans le plan Q 

(fig. 252). 

Menons, en effet, par C dans le plan A la perpendicn- 
laire CD' sur Tintersection AB des deux plans; cette 
droite sera perpendiculaire sur le plan P (328), et par 
suite elle coincide avec la droite CD, puisque par un point 
on ne peut mener qu'une perpendiculaire k un plan. La 
droite CD est done bien tout enti^re dans le plan Q, 
c. q. f. d. 

THjfiOR^ME XXXI 

331. — Si deux plans Q et R sont perpendicu- 
laires k un troisi^me plan P, leur intersection CD 
est perpendiculaire k ce troisi^me plan {fig, 253). 

Si, en effet, par un point C de Tintersection CD, on 
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m^ne une perpendiculaire au plan P, cette droite 6tant 
contenue k la fois dans chacun des plans Q et R, d*apr^s 
le th^orfeme pr^c^dent, coincide avec I'intersection de ces 
deux plans, c. q. f. d. 



th^or^ime xxxn 



332. — Par une droite AB non perpendiculaire & 
un plan P, on peut mener un plan Q perpendiculaire 
au plan P et un seul {fig. 254). 

Par un point quelconque A de AB menons la perpendi- 
culaire AA' sur le plan P. Le plan ABA' est perpendicu- 
laire sur le plan P (329) et contient la droite AB; c'est 

d'ailleurs le seul plan jouissant de 
ces propri6t6s; car, si Q est un tel 
plan, il doit conlenir la perpendi- 
culaire AA' men^e par Tun de ses 
points au plan P (330) et par suite 
il coincide avec le plan ABA', 
c. q. f. d. 

333. — La projection d'un point 
A sur un plan P est le pied A' de 
la perpendiculaire men^e par le 
point A k ce plan {fig. 254). 
La projection d'une ligne est le lieu g^om^trique des 

projections de tons ses points. 

II r^sulte du th^orfeme pr6c6- 
dent que la projection d'une ligne 
droite AB sur un plan P est une 
autre ligne droite A'B', qui est 
I'intersection du plan P avec le 
plan qu'on peut lui mener per- 
pendiculairement par la droite AB 
{fig. 254). 

Si la droite AB est perpendiculaire au plan P, sa pro- 
jection se r^duit k un point. 




Fig. 253. 




Fig. 25i. 
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Si la droite AB est parall^le^ un plan P, elle est paral- 
IMe k sa projection (301) et r^ciproquement (300). 

th^or^me xxxm 

334. — Si une droite AB n^est ni parall^le ni per- 
pendiculaire k un plan P, Tangle aigu BAB' que 
cette droite fait avec sa projection AB' sur le plan P 
est plus petit que Tangle BAG qu'elle forme avec 
toute autre droite AG passant par son pied dans le 
plan. -— Get angle est appel6 Tangle de la droite AG 
et du plan P (fig. 255). 

Sur les droites AB' et AG prenons des longueurs 6gales 
AB' et AG, et si B est le point de la droite AB qui se 
projette en B', menons les droites 
BB' et BG. Dans les triangles ABB', y^ 

ABG, le c6l6 AB est commun, et //I 

les c6t6s AB' et AG sont ^gaux ; mais / h 

le troisi^me cdt6 BB' du premier, / a<— — hb' / 
perpendiculaire au plan, est plus / >>'€ / 

petit que le troisi^me c6t6 BG du Fig. 255. 

second, qui est oblique au m^me 
plan P (292). II en resulte que Fangle BAB' du premier 
est plus petit que Tangle BAG du second (38), c. q. f. d. 

Th^oreme XXXIV 

335. — Soient deux plans P et Q et un point A dans 
le plan Q; parmi toutes les droites que Ton pent 
mener dans le plan Q par le point A, celle qui fait le 
plus grand angle avec le plan P est la perpendicu- 
laire AB abaiss^e sur Tintersection GD des deux 
plans (fig. 256). 

Soit G un point quelconque de CD et A' la projection 
de A sur le plan P ; les droites BA' et GA' 6tant les projec- 
tions des droites BA et GA, il faut demontrer que Ton a 
ABA' > AGA'. 



Ayr; 



-■t ■ 



308 LIVHE V. 

D'apr^s le Ih^or^me des trois perpendiculaires, A'B est 
perpendiculaire sur CD, el Ton a par suite A'B < A'G ; 
soil G' un poinl tel que A'G' = A'B; ce point sera enlre 

les poinls A' et G d'apr^s ce qui 
pr^cMe. 

Les triangles reclangles ABA', 
AG' A' sonl ^gaux, el il suffil par 
suite de faire voir que Ton a : 

AG'A'>AGA'; 




Fig. 256. 



or, Tangle AG'A', ext^rieur au 
triangle AGG', est 6gal a Tangle 
AGA' augments de Tangle GAG'; il en r^sulte n^cessai- 
rement AG'A' > AGA', c. q. f. d. 

Remarque. — Si le plan P est horizontal, la droite AB 
est la ligne de plus grande pente du plan passant par A, 
c'est-^-dire celle qui est la plus inclin^e sur Thorizon. Les 
diverses lignes de plus grande pente d'un plan sonl toutes 
parallftles, puisqu'elles sonl toutes perpendiculaires h. CD, 
et font, par consequent, toutes le m^me angle avec le 
plan P ; eel angle est d'ailleurs manifestement Tangle plan 
du difedre PCDQ. 



EXERGIGES 

1 . — Quel est le lieu g^ometrique des points ^quidistants de 
deux plans paralleles ou non? 

2. — Deux angles diedres qui ont leurs faces paralleles deux 
a deux sont 6gaux ou supplementaires. 

3. — Si une droite est parallele aun plan, tout plan perpen- 
diculaire a la droite est perpendiculaire au plan. 

4. — Quel est le lieu g«§om6trique des points 6quidistants de 
deux droites qui se coupent? 

5. — Enoncer et demontrer sur les angles diedres des pro- 
positions analogues a celles des n^* 61 et 65. 

6. — Si un angle droit a un de ses cotes parallele i un 
plan P, sa projection sur le plan P est un angle droit. 

7. — Si une droite est perpendiculaire a un plan Q, sa pro- 
jection sur un plan P est perpendiculaire a I'intersection des 
plans P ct Q. 



\' 
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8. — Une droite AB oblique a un plan P le rencontre en A. 
Comment varie Tangle BAG qu'elle forme avec une droite AG 
du plan P, lorsque celle-ci tourne aulour du point A. 

9. — Si Ton projette un point A sur deux plans qui so con- 
pent P et Q, les perpendiculaires abaiss(^.es des deux projections 
sur I'intersection des deux plans la rencontrent an m6me point. 

10. — Toute ligne qui se projette suivant une ligne droite sur 
deux plans non paralleles est une ligne droite. — Gas d'exception. 

11. — Deux angles diedres qui ont leurs ar6tes paralleles et 
leurs faces respectivement perpendiculaires sont egaux ou sup- 
piemen taires. 

12. — Les perpendiculaires abaiss^es d*un m6me point sur 
des plans paralleles a une m6me droite sont dans un mdme plan. 



§ 5. — Les angles poly^dres. 

336. — Un angle polyedre est la figure form^e par 
plusieurs plans qui passent par un mtoe point S et qui 
sontlimites k leurs intersections successives SA, SB, SG, 
SD... (fig. 257). 

Le point S est le sommet; les de- 
mi-droites SA, SB, SG, SD... sont 
les aretes de Tangle polyedre ; les 
angles ASB, BSG, CSD, DSA en 
sont les faces; les angles diedres 
SA, SB, SG, SD en sont les diedres, 

L'angle polyMre est d^sign6 par 
la lettre de son sommet seule ou 
suivie des lettres relatives aux Fig. 2d7. 

diverses aretes : ainsi on dira Tangle polyedre S ou 
SABGD. 

Un angle polyedre est convexe s'il est situ6 tout enlier 
d'un m^me c6t6 par rapport au plan ind^fmiment pro- 
long6 de chacune de ses faces. 

II est Evident que la section d*un angle polyedre con- 
vexe par un plan qui rencontre toules ses aretes est un 
polygone convexe. 

337. — Si Ton prolonge au del5. du sommet S toutes les 
aretes d'un angle polyedre SABGD {fig. 258), on forme 
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un nouvel angle polyMre SA'B'G'D' qui est dit le sym^- 
trique du premier. 

Les faces correspondanles de ces deux angles poly^dres 
sont 6gales comme angles opposes par le sommet ; et il 
en est de m6me des diMres correspondants, comme op- 
poses par TarMe. Gependant les deux angles poly^dres ne 
sont pas 6gaux parce que leurs fl^ments 6gaux ne sont 
pas disposes dans le m^me ordre. Si, en effet, un obser- 
vateur est couch6 sur SA la t^te en S, les pieds en A, et 
regarde .I'int^rieur de Tangle poly^dre SABGD, il voit 
TarMe SB k sa droite, tandis que le m6me observateur 

couch6 sur SA', la t6te en S, les 
pieds en A', et Tint^rieur de Tangle 
poly^dre SA'B'C'D', voit Tar^le SB' 
k sa gauche. A cause de cette diffe- 
rence de disposition des fl^ments 
6gaux, les deux angles poly^dres 
sym6triques ne sont pas superpo- 
sables : supposons, en efTet, qu*oa 
veuille les faire coincider ; il faudra 
que la face ASB vienne coincider 
Fig. 258. avec la face A'SB' : or ceci pent 6tre 

realise de deux fagons seulement, 
savoir : 1** on place SA sur SA' et SB sur SB'; mais alors 
Tar6te SG reste du m^me c6t6 du plan ASB, et par suite 
ne pent venir coincider avec SG' qui est de Tautre c6t6 
que SG de ce plan ; 2° on place SA sur SB' et SB sur SA' ; 
la coincidence des deux angles poly^dres est encore im- 
possible, puisque alors le di^dre SA, par exemple, ne 
pent pas coincider avec son 6gal le di^dre SA'. 

338. — \]n' angle triedre ou simplement un triedre est 
un angle polyfedre SABG qui n*a que trois faces et trois 
di^dres {fig. 259) ; un triedre est n^cessairement con- 
vexe. 

Un triedre n'est pas superposable k son sym^trique 
SA'B'G'. Toutefois la superposition pourra 6tre obtenue 
si le triedre est isocele, c'est-k-dire s'il a deux di^dres 
6gaux SA et SG, par exemple. Si, en efifet, on fait coin- 
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cider SA avec SC, le di^dre SA 6tant 6ga^l au difedre SC, 
lui-meme 6gal au di^dre SC, la face SAB prendra la di- 
rection SG'B' et on verra de la m^me fagon que, SG coin- 
cidant avec SA', la face SGB prendra la direction SA'B', 
de sorte que SB coincidera avec SB'. La superposition est 
done obtenue : mais on voit que ce ne 
sont pas les fl6ments correspondants qui 
sont en coincidence. Remarquons que le 
raisonnement qui precede prouve T^galit^ 
des faces ASB et C'SB' ; comme les faces 
C'SB' et GSB sont elles-m^mes 6gales, il 
en r^sulte que les faces ASB et GSB sont 
6gales, et nous pouvons dire que dans un 
triedre isocele les faces opposies aux did- 
dres egaux sont igales, 

Parmi les trifedres, nous citerons le triidre trirectangle^ 
form6 par trois plans perpendiculaires deux K deux, et 
dont le coin d'une chambreoffre un exemple. Dans untel 
trifedre, les trois difedres sont des angles difedres droits, 
et les trois faces sont des angles droits. 




Th^or^me XXXV 



339. — Dans un triedre SABG, chaque face est 
inf6rieure h. la somme des deux autres (fig, 260). 

11 suffit de d^montrer le th^orfeme pour la plus grande 
face ASB. Menons dans I'int^rieur de 
cette face une droite SD telle que 
ASD=ASG; il suffit de d^montrer 
I'in^galil^ BSD < B§G. 

Prenons sur SG et SD deux lon- 
gueurs 6gales SG et SD, et par les 
points G et D menons un plan qui 
coupe les aretes SA et SB en A et B. 

Les deux triangles SAD, SAG sont 
6gaux comme ayant un angle ^gal Fig-260. 

(ASD = ASG) compris entre deux c6t6s 6gaux chacun h. 






chacim^SAcommun, SG = SD). Par suite oq a AD ^ AC, 
et comne dans le Iriangle ABC, on a AB < AC-J-BG, il 
en iL'sulle en retranchant AD au premier membre el AG 
au B(ieond BD < BG. Dans les deux triangles SBD, SBG, 
Ics vMi SG et SD sont ^gaux et le c6t6 SB est commun ; 
mais le Iroisi^me c0t4 BD du premier est inf^rieur au 
tmisitnieefltfiBGda second; par consequent I'angle BSD 
du premier est infSrieur i Tangle BSG du second (38), 
c. ij. f. i. 

Th£or£:he XXXVI 

340. — Dans tout angle poly6dre convexe SABCD, 
la somine dea fbces eat Infgrleare & qnatre angles 
droits (fig. 261). 

CoiipoDS raogle poly^dre par un plan rencontrant 
toutes les arSleii; la sectioD est 
un polygene convexe ABGD. 

Les triangles SAB, SBG, SGD, 
SDA donnent : 
A^B^a"'— (sAb + s6a) 
B§G^2*' — (SfeC + SfiB) 
C§D = 2*' — (SfiD + SDC) 
DSA = 2^'~(SbA + SAD} 
Fig. m. d'oti I'on tire : 

ASB-fB§G + C§D + D§A = 4x2*' — (SAB + SAD) 
— (S6a + S6C) — (SCB + SfiD) - (SiiC + SDA) ; 

niais, dans les tri&dres A, B, G, D, on a, d'apr^s le tb4o- 
rijrne pr4c6dent : 

sab + sad>bAd 
sba-|-s6c>a6g 

SeB-|-SeD>B(5D 
SDG-|-SfiA>CftA, 
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et par suite il vient : 

A§B + B§C + G§D + D§ A < 4 X 2^— (BAD + ABC 

+ BCD + CD A). 

Plus g^n^ralement, si n est le nombre des faces de 
Tangle polyfedre, S la somme de ses faces, et s la somme 
des angles du polygene de section par un plan, on a T^ga- 
lit6: 

Mais, nous savons que Ton a : s=:(n — 2)x2^' (72), et 
par suite il vient : S < 4*', c. q. f. d. 

EXERCICES 

1. — Dans tout angle polyedre, une face quelconque est 
moindre que la somme de toutes les autres. 

2. — Dans un triedre, une face est superieure, 6gale ou inf6- 
rieure a une autre suivant que le diedre oppos6 a la premiere 
est superieur, 6gal ou inferieur au diedre oppos6 a la seconde; 
et r6ciproquement. 

3. — Si on mene une demi-droite SO dans Tinterieur d'un 
triedre SABC, la somme des angles OSB, OSG est inf^rieure a 
la somme des faces ASB, ASG. 

4. — Enoncer et demontrer des theoremes analogues a ceux 
des n<"» 37 et 38. 

5. — Quel est le lieu g^ometrique des points 6quidi8tants des 
trois faces d'un triedre? 

6. — Quel est le lieu geometrique des points equidistants 
des trois aretes d'un triedre? 

7. — Dans un triedre, les plans mentis par les ardtes per- 
pendiculairement aux faces opposees se coupent suivant une 
m^me droite. 

8. — Dans un triedre, les plans qui passent par les arfites et 
les bissectrices des faces opposees se coupent suivant une 
m6me droite. 

9. — Dans un triedre isocele, le plan mene par I'arSte SA 
perpendiculairement a la face opposee SBC (en supposant les 
diedres SB et SG egaux) est bissecteur du diedre SA et passe 
par la bissectrice de la face BSG. 

10. On coupe un triedre trirectangle par un plan; soit ABC 
la section et H la projection du sommet sur le plan : demontrer 
que le point H est le point de rencontre des hauteurs du 
triangle ABC. 

ANDOYER. — GEOMETRIE, 14 
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LIYBE VI 
LES POLY^DRES 

§ 1". — Le prleme. 

341. — Un polyddre est ua corps limits de toules 
pni'K pardes plans. Les portions de plans qui limilentle 
ptjlj^ilre en sont les faces; ce sonl des polygenes dont 
!ca i:i"'li.'s et les sommels sont les aretes et les sommets du 

I.('s angles difedres formfiB par deux faces coDtiguBs 
SOUL ii.'s angles diedres du polyfedre; ces difedres ont pour 
ai'Lles les affiles du polyfedre. 

Les angles polyfedres formfes par plusieups faces qui se 
cou|i^iil en un sommel sont les angles polyedres du 
polji'ilre; ils ont pour sommets les sommets du poly fedre. 

1.1 ^ diagonates du polyMre sont les droiles limitfes qui 
jril^TU'iiL deux sommets quelconques non situ^s sur une 
muiin.' tase. 

Les pdyfedres de quatre, six, huit, douze et vingl faces 
ren>i\F.'n. souvent les uoms de tHraidre, hexaidre, oc- 
tncilri'. dodecaedre et icosaedre. 

Ifii [lulyfedre est convexe s'il est silu6 tout entier d'un 
ineme cfltfi par rapport au plan ind^finiment prolong^ de 
rhiiciiiie de ses faces, Les faces d'un tel polyfedre sont 
des piiljgones convexes, et ses angles polyMres sont 
con vexes. 

II I'st evident que la section d'un polytdre convexe par 
un plan est un polygooe convexe, et que par suite une 
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droite quelconque ne peut renconlrer la surface d'un 
polyMre convexe en plus de deux points. 

La figure 262 repr^senle un ocla^dre ; ce poly^dre a 
huit faces, douze aretes el d^uze angles diMres, six som- 
mels et six angles poly^dres; les huit faces sont des 
triangles, les sixangles poly^dres ont quatre 
faces. II y a trois diagonales qui sont SS', 
AC et BD. 

342. — Un prisme est un poly^dre ad- 
metlant deux sortes de faces : les unes, 
qui sont les faces lat^rales, et dont Fen- 
semble constitue la surface lat^rale du 
prisme, sont form^es par des plans paral- 
l^les h, une m^me droite : elles sont en 
nombre quelconque; — les autres, qui 
sont les basesj sont au nombre de deux, et 
sont form^es par deux plans parallMes. 

La figure 263 repr^sente un prisme ABGDE A'B'C'D'E'. 

Les droites AA', BB', ..., EE' sont les aretes laUrales 
du prisme; elles sont toutes parallMes, comme intersec- 
tions de plans parallMes k une m^me 
droite (303), et toutes egales comme 
parallMes comprises entre plans pa- 
ranoics (312). II en resulte imm^- 
diatement que les faces lat^rales du 
prisme sont des parallelogrammes. 

Quant aux deux bases, ce sont des 
polygones quelconques, mais 6gaux 
et k c6les parall^ es ; en effet, deux 
c6t6s correspondants tels que AB, 
A'B' sont ^gaux et parallMes comme 
c6t6s opposes d'un parallelogramme, 
et deux angles correspondants tels que ABC et A^B'C 
sont ^gaux comme ayant les cot^s respectivement paral- 
l^es et de meme sens. On voit immedialement que Ton 
peut construire un prisme admeltant pour base un poly- 
gone donne, connaissant la direction et la longueur de 
ses aretes laterales. 




Fig. 263. 



J 
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343. — La hauteur d'un pmme est la distance des 
deux plans des bases. . 

Si les aretes latSrales sont perpendiculaires aux plans 
des bases, le prisme est droit; si- 
non, 11 est oblique. 

Dans UD prisme droll, la bau- 
teur est 6gale k chaque arSte lat6- 
rale, et les faces laL^rales sonl des 
rectangles. 

Suivaat que la base d'un prisme 
est un triangle, un quadrilal^re, un 
penlagone, etc., ce prisme est dit 
triangulaire, guadrangulaire, pen- 
tagonal, etc. 
^ On appelle prisme rigulier un 

Fig. B6i. prisme droit dont les bases sont des 

polygenes r^guliers. 

344. — Si Ton coupe la surface lat6ra!e d'un prisme 
ABCDA'B'C'D' par deux plans parallfeles, on oblient ainsi 
UQ nouveau prisme EFGHE'F'G'ff {fig. 264). II en 
resulle imm^iatement que les deux polygenes de sec- 
tion EFGH, E'F'G'H' sont Sgaux comme bases d'un 

prisme. 

n est Evident que cette proposi- 
tion subsiste si 1'od coupe par deux 
plans parallfeles la surface lat^rale 
d'un prisme prolong^ ind^flniment 
au del^ des bases. 

34B. — Si Ton coupe la surface 

lat^rale d'un prisme ABGD.\'B'C'D' 

prolong^e au delft des bases s'il est 

n^cessaire, par deux plans non pa- 

rall^les, on obtient ua poly^dre 

EFGHE'F'G'H' que I'on appelle 

" Fie 265 pvisme trotiqui ou trortc de prisme 

{fig. 265). 

Les droites EE', FF', GG', HH' sont les armies laterales 

du tronc de prisme ; elles sontparaUMes, mais non 6ga]es. 
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Les polygenes EFGH, ET'G'H' sont les bases dulronc; 
ils sont in^gaux. 

Le Irene de prisme est droit si les aretes lat^rales sont 
perpendiculaires sur Tune des bases ; sinon, il est oblique, 

Les faces lat^rales d'un trenc de prisme sont des tra- 
pezes ; ces trapezes sont rectangles si le trenc de prisme 
est droit. 

346. — On appelle section droite d'un prisme ou d'un 
trenc de prisme le polygene obtenu en coupant la sur- 
face lat^rale de ce pelyMre par un 
plan perpendiculaire aux aretes. 
Quel que soit le plan secant, le po- 
lygene ainsi obtenu ne change 
pas (344). 

Dans un prisme droit, la section 
droite n'est autre que la base. 

347. — Si FGHRL est la sec- 
tion droite d'un prisme ABODE 
A'B'C'D'E' {fig, 266), le c6t6 FG, 
par exemple, est perpendiculaire 
aux aretes AA', BB' et est 6gal par 
suite k la banteur du parall61o- 
gramme ABA'B' : Taire de ce pa- 
rali^logramme est done AA'xFG (239). Continuant le 
m^me raisonnement et appelant A la longueur de Tarete 
lat^rale du prisme, en voit que la surface lat6rale de ce 
prisme a pour valeur : 

S = Ax(FG-f GH + HR + KL + LF), 

ce qui permet d'^noncer le th^or^me suivant. 




f-h< 




'm 



Fig. 266. 



Thi^oreme I 



L^aire lat^rale d^un prisme est 6gale au produit 
de son ar^te lat^rale par le p6rim^tre de sa section 
droite. 

II r^sulte en particulier de ce theorfeme g6n6ral que : 
L'aire laterale d^un prisme droit est igale au produit 
de sa hauteur par le p^rimetre de sa base. 
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En ajoutant k Taire lal6ra]e deux fois Taire de la base, 
on a I'aire lotale du prisme. 

348. — Considerons de meme un tronc de prisme 
ABGD A'B'G'D' et sa section droile EFGH {fig. 267). Les 
diverses faces lat^rales de ce Ironc sont des trapezes dont 
les hauteurs sont les c6t6s de la section droite, et par 
suite on pent obtenir facilement la surface lat^rale du 
Ironc ; elle sera donnee par la formule : 

_ 1 rEF( A A'+ BB') + FG(BB' + GG') + GH(GG' + DD') 

+ HE(DD' + AA') 



^=2l 



] 



d'apr^s la rfegle qui donne Taire d'un trapeze. 





Fig. 267. 



Fig. 268. 



349. — Parmi les prismes quadrangulaires, on dis- 
tingue le paralUl^pipede qui a pour bases des parall^lo- 
grammes ABGD, A'B'CD' [fig. 268). 

Un parall^lepip^de est un poly^dre convexe.qui a six 
faces, huit sommets et douze aretes. Les six faces sont 
des parall^logrammes, de sorte que les douze aretes sont 
6gales et parallMes quatre k quatre : les quatre aretes 
AB, GD, A'B', G'D', par exemple, sont egales et paral- 
IMes. 

Les plans de ces six faces sont en outre parallMes deux 
i deux : les plans des faces ABA'B' et GDG'D', par exemple, 
sont parallMes parce que les droites DG et DD' sont res- 
pectivement parallMes aux droites AB et A A' (309). 

H r^sulte imm^diatement de ces remarques et de la d6- 
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finition du prisme que Ton peut consid^rer un parall616- 
pip^de comme un prisme de trois fagons differenles en 
prenant pour bases deux faces oppos6es quelconques. 
Une consequence immediate de ce fait, c'est que deux 
faces oppos6es quelconques d'un parall^l6pip^de sont 
6gales et a c6t6s parall^les. 

350. — Un parall^l^pipfede peut 6tre droit ou oblique 
(343). 

Un parall616pipfede droit est rectangle si ses bases sont 
des rectangles ; toutes les faces d'un parall616pip^de rec- 
tangle sont des rectangles, et tous ses angles poly^dres 
sont des triMres trirectangles. 

Un parall616pipfede rectangle dont les faces lat^rales et 
les bases sont des carr^s est un cube. Toutes les faces 
d'un cube sont des carr^s egaux ; toutes les aretes d'un 
cube sont ^gales entre elles. 

Les dimensions d'un parall616pipfede rectangle sont les 
longueurs des trois aretes qui aboutissent h un m^me 
sommet, ou, ce qui revient au m6me, les dimensions de 
sabase et sa hauteur. Dans un cube, les trois dimensions 
sont 6gales. 

Thj^or^me n 

351. — Tout plan qui rencontre la surface lat^rale 
d^un parall616pip^de, le coupe 
suivant un parall61ogramme 

EFGH (fig. 269). 

En effet, les droites EH, FG sont 
parallfeles comme intersections du 
plan secant avec les plans parallMes 
ADA'D', BGB'C (304); et de mtoe 
les droites EF, GH sont parall^les 

comme intersections du plan s6cant ^ ^ 

avec les plans parallMes ABA'B', Fig. 269. 

GDG'D'. La section ayant ses c6t6s opposes parallfeles 
est un parallelogramme, c. q. f. d. 



A'A- 
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EXERCICES 

1 . — Dans un parall^lepipede, les quatre diagonales se 
coupent mutuellement en parties 6gales. 

2. — Une droite quelconque passant par le point de ren- 
contre des diagonales d'un parallel^pipede et limit^e aux 
points ou elle rencontre les faces de ce polyedre est divis6e par 
ce point en deux parties 6gales. (Ce point revolt par cette 
raison le nom de centre du parallelepipede). 

3. — Les quatre diagonales d'un parallelepipede rectangle 
sont egales et le carre de chacune d'elles est 6gal h la somme 
des carr6s des trois dimensions du polyedre. 

4. — La diagonale d'un cube a 5 metres de longueur; quelle 
est la longueur de I'arSte de ce cube? 

Riponse, — 2", 88... 

5. — Un parallelepipede rectangle a une surface totale 
do 45™9, et deux de ses dimensions ont des longueurs de 3™ 
et 4™. Quelle est la longueur de la troisieme dimension? 

R^onse. — 1"*,50. 

6. — Un prisme a pour section droite un carre ; le rayon du 
cercle circonscrit a ce carre est de 75°™, et Tarfite laterale du 
prisme est de 1™,50. Quelle est la surface totale de ce prisme? 

R6pome, — 8'"^, 6139... 

7. — Un tronc de prisme triangulaire a pour section droite 
un triangle equilateral circonscrit a un cercle de 50^"* de rayon ; 
les aretes laterales de ce polyedre ont des longueurs de 3™, 4™ 
et 5™. Quelle est sa surface laterale? 

Riponse. — 20°<i.784... 

8. — La surface laterale d*un tronc de parallelepipede est 
egale au perimetre de la section droite multiplie par la moyenne 
arithmetique des quatre ar6tes, ou par la moyenne arithme- 
tique de deux ar6tes opposees. 

9. — Gouper un cube par un plan de facon que la section 
soit un hexagon e regulier. 



§ 2. — Le volume da prisme. 

352. — Le volume d'un corps, en parliculier d'un po- 
lyMre, est Teiendue de Tespace occupe par ce corps. 

Si deux figures dans Tespace sont egales, c'est-k-dire 
superposables, il est clair que leurs volumes sont egaux. 

Si deux figures non egales ont des volumes egaux, on 
dit qu'elles sont iquivalentes. 
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Pour mesurer les volumes, il faut choisir une unite. 
Toutes les fois que runite de volume choisie ne sera pas 
indiquee d'une facon speciale, il faudra entendre que 
Von adopte pour cette unit^ le volume du cube construit 
sur runite de longtieur. 

La raison de ce choix est la suivante : pour mesurer 
un volume, il serait peu pratique de le comparer direc- 
tement a I'unite de volume ; comme le montrent lesth6o- 
r^mes qui suivent, on d^duit la mesure du volume d'une 
figure de la mesure de certaines lignes de cette figure, et, 
en adoptant pour unit6 de volume le volume du cube 
construit sur la longueur qui a servi d'unit^ pour mesu- 
rer ces lignes, les ^nonces des th^or^mes ainsi que les 
calculs deviennent tr^s simples. 

353. — Avant d'arriver aux th^or^mes qui conduisent 
k la mesure du volume du prisme, nous d^montrerons 

trois propositions pr61iminaires fondamentales. 

« 

Th^oreme III 

Deux prismes droits de m^me base et de mdme 
hauteur sont 6gaux. 

Si, en effet, on fait coincider leurs bases, les arfites 
lat^rales prendront deux k deux la mtoe direction, 
puisque les prismes sont droits, et se termineront aux 
m^mes points, puisque les hauteurs des deux prismes 
sont 6gales. Les deux prismes coincideront done dans 
toutes leurs parties, c. q. f. d. 

Thisorj&me rv 

354. — Un prisme oblique ABGD A'B'G'D' est Equi- 
valent k, un prisme droit ayant pour base sa section 
droite, et pour hauteur son ar^te lat^rale (fig. 270). 

Menons les deux plans de section droite EFGH, E'F'G'H' 
de telle faQon que leur distance EE' soit ^gale k I'ar^te 
lat^rale AA' du prisme donn6 ; il faut prouver que le 

14. 
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prisme droit EFGHET'G'H' est Equivalent au prisme donn6. 
Ces deux prismes se composent : le premier du tronc 
de prisme ABGDEFGH et du tronc de prisme droit 
E'F'G'ffABGD; le second du m6me tronc de prisme 
ABGDEFGH et du tronc de prisme droit EFGHA'B'G'D' ; 

il suffit done de faire voir que les deux 
troncs de prisme droits ET'G'H'ABCD 
et EFGHA'B'C'D' sont Equivalents. 

Or, ces' deux troncs de prisme ont 
leurs bases EFGH, E'FG'H' Egales ; en 
outre, leurs aretes correspondantes, E'A 
et EA' par exemple, sont Egales : en effet, 
FEgaJitE EE'=:AA' donne, en retran- 
chant AE aux deuxmembres, E'A = EA'. 
n en rEsulte que ces deux troncs de 
prisme sont 6gaux, car, si Ton fait coin- 
cider leurs bases, leurs aretes latErales 
prendront deux k deux la m6me direction 
et se termineront aux mEmes points. Ces deux troncs de 
prisme Etant Egaux sont Equivalents, c. q. f. d. 




Fig. 270. 



ThiSoreme V 

355. — Le plan men6 par les deux aretes lat^rales 

oppos6es A A', CC d'un parall616- 
pip^de ABGDA'B'G'D' le partage 
en deux prismes triangulaires 
Equivalents [fig. 271). 

Soit EFGH la section droite du 
parall616pip5de ; cette section droite 
est un parall61ogramme (351) et est 
divis^e en deux triangles 6gaux par 
le plan AG A'C' qui la rencontre sui- 
vant la diagonale EG. Les deux pris- 
mes ABCA'B'C' et ADGA'D'C' admet- 
tent ces deux triangles pour sections 
droites, et ont par suite des sections 
droites egales, de m6me qu'ils ont ^videmment les aretes 
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lat^rales6gales. Or, d'apr^slethtotoe precedent, chacun 
de ces prismes est Equivalent k un prisme droit ayant pour 
base sa section droite et pour hauteur son arete lat^rale ; 
d'autre part (353), deux prismes droits de mtoe base et 
de m^ine hauteur sont 6gaux ; les deux prismes droits 
auxquels sont Equivalents les deux prismes triangulaires 
obliques ABGA'B'C et ADGA'D'C sont done egaux, et 
par suite ces deux prismes obliques sont Equivalents, 
c. q. f. d. 

Remarque. — Les deux prismes obliques considEres 
ont tous leurs ElEments correspondants egaux chacun k 
chacun, mais nondisposEs dans le mfime ordre : aussi ne 
sont-ils pas Egaux. 

356. — Nous pouvons maintenant Enoncer et dEmon- 
trer les thEor^mes successifs qui constituent la thEorie 
de la mesure du volume du prisme. 

Th^oreme VI 

Le nombre qui mesure le volume d'un parall616- 
pip^de rectangle ABGDA'B'G'D' est le produit des 
trois nombres qui mesurent les trois dimensions AB, 
AD, AA' de ce parall616pip6de P, & condition que 
ces trois dimensions soient mesur^es avec une m^me 
unit6 de longueur et que Ton prenne pour unit6 de 
volume le cube construit sur cette unit6 de longueur 
{fig. 272). 

Supposons, par exemple, que les trois dimensions AB, 

3 2 3 

AD, AA' de P soient mesurEes par les nombres o» o' 7* 

Partageons la ligne AB en autant de parties Egales qu'il 
y a d'unitEs dans le numErateur du nombre qui la me- 
sure, c'est-a-dire en trois parties Egales, et par les points 
de division tels que E, menons des plans perpendicu- 
laires a AB. 

Partageons de meme les arEtes AD et AA' respective- 
ment en deux et trois parties Egales, et, par les points de 
division tels que F et G, menons des plans perpendicu- 
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laires 4 ces arCles. Le parall^Mpipfede P se trouve aiiisi 
decompose fin paraJlSlepipfedes p tels que A.EIFGHLK; 
ces parallfl^pipfedes rectangles sont tous 6gaux enlre 
eux; en effet, leurs dimensions paraOyes h une mfime 
direction sont lonlea figales d'aprfes la construction el la 
propri^t^ des parallfeles comprises enlre plans parallfeles, 
de sorte que ce sonl des prismes droits ayant mSme base 
el mtoe hauleur, et par suite Sgaux (353). Quant au 
nombre de ces parallfl^piptdes p, il est ^videmment 
3x2x3, puisque P est d^compos^ en Irois tranches 
horizonlales, et que chacune d'elles contient 3x 2 paral- 




rig. 278. 



Fig.K3. 



Si done on prenait p pour unit^ de volume, la mesure 
de P serail le nombre 3 X 2x 3. 

Or, les dimensions de p sont respectivement la moi- 
li4, le tiers et le quart de I'unit^ de longueur. Consid6- 
rons alors le cube Q construil sur I'unil^ de longueur 
[fig. 273), PQRSP'O'R'S'. Divisons les arfiles PQ, PS, 
PP'TespecUvement en deux, trois et qualre parlies 6ga]es, 
et par les points de division tels que T, U, V, menons des 
plans perpendiculaires k ces arfites. On decompose ainsiQ 
en parallelSpipfedes tels que PTZUVWYX, lous figaux 
enlre eux, et lous ^gaux aux parall^^piptdes p, puisque 
d'aprfes la conslruclion PT, par exemple, est la mollis de 
raoitfi de longueur, el par suite 6gale Ji AE qui esl le 

liers de la longueur AB mesurSe par le nombre 5. Le 

nombre de ces parall^lepip^des esl, d'aiileurs, comme 



LES POLYEDRES. 325 

prdc^demment, 2x3x4, de sorle que, si on prenail p 
pour unit6, la mesure de Q serait le nombfe 2x3x4. 
Le paraM^pipMe P conlienl done 3x2x3 fois le 
parallel6pipMe p contenu lui-m6me 2x3x4 fois dans 
le cube Q ; si done on prend le eube Q pour unite de 

volume, la mesure de P sera le quotient qTTTo:— rT» c'est- 

3 2 3 

^-dire le produit de trois nombres fractionnaires q> o* 7 

qui mesurent les trois dimensions de P rapport^es h. une 
mtoe unit6, c. q. f. d. 

Remarque. — La demonstration pr6eedente s'ap- 
plique dans tous les cas, mais pent quelquefois se sim- 
plifier. Si, par exemple, les nombres qui mesurent les 
dimensions de P sgnt entiers, le parall^l^pip^de p coin- 
cide avec le cube Q ; si ces nombres ont pour numera- 
teur commun Tunit^, les parallflepip^des p et P coin- 
cident. 

357. — En particulier, il r6sulte du tb6or5me prece- 
dent qu'il y a 1 000 d^cimMres cubes dans unm^re cube; 
puisque si Ton prend pour unite de longueur le deci- 
metre, et pour unite de volume le decimetre cube, le vo- 
lume du m^re cube est mesure par 

10X10X10 = 1000. 

De m6me, il y a 1000 centimetres cubes dans un deci- 
metre cube et 1000 millimetres cubes dans un centimetre 
cube. 

358. — D'apres le theoreme precedent, si a, by c sont 
les nombres qui mesurent les trois aretes d'un paralieie- 
pipede rectangle, et V le nombre qui mesure son volume, 
on a : 

V = aX*Xc. 

D'autre part (235), en prenant le carr4 construit sur 
Uunite de longueur pour unite d'aire^ Taire de la face du 
paralieiepipede qui a pour dimensions a et 6 est «x^; 
en appelant B I'aire de cette face qu'on peut choisir pour 
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base, et H la hauteur qui n'esl autre que c, on peut done 
6crire : 

V=BXH, 

et 6noncer le th^orfeme suivant : 



Th^oreme VII 

Le nombre qui mesure le volume d'un parall616- 
pip6de rectangle est 6gal au produit d^s nombres 
qui mesurent sa base et sa hauteur, k condition que 
Ton prenne pour unit6 de volume et pour unit6 
d'aire le cube et le carr6 construits sur Punit^ de 
longueur. 

359. — Les deux th^orfemes precedents sont enonc^s 
d'habitude sous la forme incorrecte suivante que I'usage 
a consacr^e : "^ 

/• Le volume d'uri paralld^pipede rectangle est 6gal au 
! produit de ses trots dimensions on au produit de sa base 
(/ par sa hauteur, 

Mais, si Ton veut 6tre precis et si Ton veut se rendre 
un compte exact du sens que Ton doit attacher a ces 
propositions, il est tout h fait necessaire de se reporter 
aux enonces donnes en premier lieu. Les conditions de 
ces ^nonces seront d'ailleurs conservees dans la suite 
implicitement, de sorte que nous pourrons nous conten- 
ter de donner des enonc6s abr^g^s qu'il faudra com- 
prendre comme ceux qui pr^cMent. 

360. Fxemples, — 1** Les trois dimensions d'un paral- 
1616pip^de rectangle sont 5°"°, 4°°" et 2°* ; quel est son 
volume exprim6 en litres ? 

Prenant le decimetre pour unite, on a en litres : 

V=i0,05x0,4X20 = 0S4. 

2° Le volume d'un parallfl^pip^de rectangle est 
de 576'"''; deux de ses dimensions ont pour longueurs 
I Km g^ I cm . quelle est la troisi^me dimension exprim^e 
en mMres ? 
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La longueur en metres de celte Iroisifeme dimension 



est 



576 



1000X0,01 



= 57^60, 



361. — Les ^galit^s pr6c^dentes : 

V = aX*X<^ = BxH 

permettent d'^noncer les propositions suivantes : 
Deux parallel^pipfedes rectangles sont entre eux comme 

les produits de leurs trois dimensions. 
Deux parall61epip^des rectangles, qui ont m^me base, 

sont entre eux comme leurs hauteurs. 
Remarquons encore que dans'un cube on a : a==6=:c, 

et par suite V = a' ; le volume d'un cube est done 6gal au 

cube de son c6t6. 



Th^orIime VIII 

362. — Le volume d^un parall616pip6de droit 
ABGDA'B'G'D' a pour mesure le produit de sa base 
par sa hauteur {fig. 274). 

La base B est le parallflogramme ABCD, la hauteur H 
est Tar^te AA^ Consid^rons le parallfl^pipfede comme un 
prisme de base ADA'D' et menons sa 
section droite EFGH ; EH est perpen- 
diculaire h AB et est par suite la 
hauteur du parallelogramme ABCD, 
de sorte que I'aire de ce parallelo- 
gramme est : 

B=ABXEH. 

D'autre part (354) le parall616pi- 
p^de est Equivalent au prisme droit 
qui aurait pour base la section droite 
EFGH et pour hauteur T arete AB ; mais EFGH est un 
rectangle, le parallElepipMe donn6 6tant droit, de sorte 
que le prisme droit dont nous venons de parler est un 
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parallel opipMe rectangle. Si done V est son volume, on a : 

V = ABXEHXEF 

d'apr^s le th6or^me pr^c^dent. 

D'ailleurs V est aussi le volume du parall^l^pip^de 
donne; le produit ABxEH est 6gal k sa base B, et EF 
est 6gale k sa hauteur AA' ou H; on a done : 

V=BXH, c. q. f. d. 



Th^oreme IX . 

363. — Le volume d'un parall616pip^de quelconque 
ABGDA'B'C'D' a pour mesure le produit de sa base 
ABGD par sa hauteur [fig. 275). 

Consid^rons le parall61epip^.de comme un prisme de 
base ADA'D' et menons sa section droite EFGH. Le 

volume V du parall^l^pip^de 
^' ^ ^' est le m^me que celui du 

parall^l^pipfede droit qui a 
^B' pour base EFGH et pour 
hauteur AB (354), de sorte 
que : 

V = AB X EFGH. 

Du point F menons FK 
perpendieulaire sur EH; FK 
sera la hauteur du parall^- 
logramme EFGH, et Ton aura par suite : 

EFGH==EHXFR 

et V = ABXEHXFK. 

D'ailleurs, EH est la hauteur du parall^logramme ABGD, 
de sorte que si B est Taire de ce parall61ogramme, on a : 

B=:ABXEH. 

Enfm, le plan EFGH est perpendieulaire sur le plan 
ABGD, puisqu'il est perpendieulaire sur AB (329) et la 
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droile FK perpendiculaire k rinlersection de ces deux 
plans est perpendiculaire au plan ABGD (328), et est par 
suite 6gale k la hauteur H du parallfl^pip^de, de sorle 
que Ton peut 6crire finalement : 

V = BXH, c. q. f. d. 

TntiORtiME X 

364. — Le volume d^un prisme triangulaire quel- 
conque ABGA'B'C a pour mesure le produit de sa 
base par sa hauteur (fig. 276). 

Par les points A et G menons des parallMes AD et CD 
h BG et AB, puis par le point D menons une droite DD' 
parallMe h AA' jusqu'^ son point de rencontre avec le 
plan A'B'C' et enfin menons A'D' et G'D'. Nous formons 
ainsi un parall616pip^de ABGDA'B'G'D' ^. ^. 

qui a meme hauteur H que le prisme J ^^ 

donn6 et dont la base ABGD est double /p"^'^''^^ u 

de la base B de ce prisme; le volume ^^rj- w 

de ce parall^l^pipfede est par suite / / / / 

2BxH. r/""~:rh 

Mais ce parall616pipfede est com- 1/ .-'"l/ 
pos6 des deux prismes ABCA'B'G' et j^^ — ^ 
ADGA'D'G' qui sont Equivalents (355). pig. 276. 

Le volume V de chacun d'eux, et en 
particulier du prisme donn6, est done la moiti6 du vo- 
lume du parall61Epipfede, de sorte que Ton a : 

V = BxH, c. q. f. d. 

Th£OR]^M£ XI 

365. — Le volume d'un prisme quelconque ABODE 
A'B'C'D'E' a pour mesure le produit de sa base par 
sa hauteur [fig. Til). 

DEcomposons le prisme en prismes triangulaires ABG 
A'B'G', AGDA'G'D', ADEA'D'E' en menant des plans par 
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rar^teAA'etloutesles aulres aretes lat6rales non situ^es 
dans une mtoe face avec AA'. Le volume V du prisme 
donn6 est la somme des volumes de ces divers prismes 

triangulaires qui ont tous pour hauteur 
la hauteur H du prisme. On a done : 

p^ V=:ABGxH + AGDxH+ADExH 
= (ABC + ACD + ADE) X H. 

Mais la sorame des bases partielles 
ABC, ACD, ADE est ^gale k la base B 
du prisme donn6 ; on a done : 

V = BXH, c.q. f. d. 

Remarque. — II r^sulte de cette 
formule : 

1° Que deux prismes de m6me hauteur sont entre eux 
comme leurs bases ; 

2° Que deux prismes de m^me base sont entre eux 
comme leurs hauteurs. 

366. Corollaire. — En se reportant au th^or^me du 
n* 354, on voit encore que le volume d'un prisme a pour 
mesure le produit de sa section droite par son arete lat^- 
rale. 





EXERCICES 



1. — Un cube contient 100000 litres; quel est son c6t6? 
Hiponse. — 4™, 6 4... 

2. — La base d*un parallel^pipede est uu losange dont les 
diagonales ont des longueurs de 6^ et 8™ ; la hauteur est egale 
au cole de ce losange. Quel est le volume de ce polyedre? 

R6ponse. — 120°«. 

3. — La base d'un prisme est un hexagone regulier de 50<^™ 
de cote; sa hauteur est 4™, 50. Quel est son volume? 

R^ponse, — 2>»°.922... 

4. — La base d'un prisme oblique est un triangle Equilateral 
de 1™ de c6t6; son arfite laterale est de2™ et sa hauteur de 1™,5; 
quelle est I'aire de sa section droite? 

Rdponse. — 0™'i,3247... 

5. — Quel est le poids d'une barre de fer de 2™, 5 de Ion- 
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gueiir et de 4<^»"'J de section, sachant que le poids specifique du 
fer est 7,79? 

Reponse, — 7^8.790. 

6. — Les aretes d'un parallelepipede rectangle en bois sent 
proportionnelles aux nombres 2, 3, 4; calculer lours longueurs, 
sachant que le parallelepipede p^se 4^8f,586 et que le poids spe- 
cifique du bois est 0,75? 

Reponse. — 126""^, 378"", 252"". 

7. — Le volume d'un prisme triangulaire est egal au produit 
de I'aire d'une de ses faces laterales par la perpendiculaire 
abaissee sur cette face d'un point de I'arSte opposee. 

8. — Si sur trois droites paralleles non situees dans un m6me 
plan on prend d'une fagon quelconque trois droites 6gales a une 
longueur donnee, le prisme triangulaire qui a ces trois droites 
pour ar6tes laterales a un volume constant. 



§ 3. — La pyramide. 

367. — Une pyramide est un poly^dre dont Tune des 
faces est un polygene quelconque ABODE et dont les 
autres faces sont des triangles obtenus en joignant les 
sommets de la premiere face h un point s 

quelconque S de Tespace {fig. 278). 

La premiere face ABODE est la base de / 

la pyramide ; les autres en sont les faces 
laterales, et leur ensemble constitue la / j 
surface latirale de la pyramide. Le I^A 
point S estle sommet de la pyramide. \ / h \ /^ 

Les angles polyMres de la pyramide \ l V 
sont tons des trifedres, sauf celui qui a ^. „^p 

X c ^ F»g- 278. 

son sommet en S. 

Les droites SA, SB..., SE sont les arStes laterales de la 
pyramide. 

La hauteur de la pyramide est la distance SH du som- 
met k la base. 

Suivant que la base d'une pyramide est un triangle, un 
quadrilat^re, un pentagone, etc., la pyramide est dite 
triangulaire^ quadrangulaire, pentagonale, etc. 

Une pyramide est reguliere si la base est un polygene 
regulier et si le pied de sa hauteur coincide avec le 
centre de ce polygene regulier. 
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Toules les armies lal6rales d'une pyramide r6guli6re 
sont 6gales comme obliques s'^cartant 6galement du pied 
de la perpendiculaire. 

Les faces lalerales d'une pyramide r^guli^re sont par 
suite des triangles isoc^les 6gaux, comme ayant les trois 
cotes egaux chacun a chacun. 
La hauteur commune de ces triangles est Vapotheme de 
J. la pyramide r6guli^re. 

La pyramide triangulaire regoit aussi le 
nom de t^traedre, 

Un t^tra^dre SABG {fig, 279) a quatre 
faces triangulaires, quatre sommets, quatre 
angles tri^dres et six aretes oppos^es deux 
^ k deux. 

Fig. 279. On voit que Ton pent considerer un 16- 

Ira^dre comme une pyramide triangulaire 
de quatre fagons diff^rentes, chacun des sommets du 
tetrafedre pouvant 6tre pris comme sommet de la pyra- 
mide. 

Si, dans une question donn6e, il convient de mettre en 
Evidence la base et le sommet d'un t^lraMre, il vaut 
mieux I'appeler pyramide triangulaire ; si, au contraire, 
les quatre faces et les quatre sommets ne jouent pas un 
role distinct, il vaut mieux garder le nom de t6tra^dre. 
Un t6tra^dre est r^gulier si ses faces sont toutes des 

triangles ^quilat^raux 6gaux. On voit 
qu'une pyramide triangulaire r^guli^re 
n'est pas n6cessairement un t^lraMre 
r^gulier; dans une pyramide triangu- 
laire r6guli^re, la base seule est un 
triangle 6quilal6ral et les trois autres 
faces sont des triangles isocMes 6gaux- 
368. — Si Ton coupe une pyramide 
SABGDE [fig, 280) par un plan qui 
rencontre toutes ses aretes Mo- 
rales, on obtient un nouveau polyMre 
ABODE A'B'G'D'r, que Ton appelle 
pyramide tronqu^e ou tronc de pyramide 
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Si le plan secant est parallMe au plan de base de la 
pyramide, le tronc de pyramide est dit a bases parallcles. 
Nous ne consid^rerons que de tels troncs de pyramide, et 
par suite, pour abr6ger le langage, nous supprimerons 
Vindication : ci bases parallMes, qui devra 6tre sous- 
entendue. 

Les deux polygenes ABODE, A'B'G'D'E' sont les bases 
du tronc; les droites AA', BE',... EE' en sont les aretes 
laterales; les faces laterales sont les polygenes ABA'B', 
BGB'G',... qui sont 6videmment des trapezes, les droites 
telles que AB, A'B' 6tant parallfeles comme intersections 
d'un m^me plan par deux plans paraliyes. L'ensemble 
des faces laterales constitue la surface laterale du tronc. 
La hauteur du tronc est' la distance des deux bases. 

Le tronc de pyramide est rigulier. si la pyramide k 
la quelle il appartient est r^guli^re. 

Th6oreme XII 

369. — Si une pyramide SABGDE est couple par 
nn plan parall61e k sa base : 

1° Ses ar6tes laterales et sa hauteur SH sont divi- 
s6es en segments proportionnels ; 

2^ La section A'B'G'D'E' est un polygene semblable 
& la base de la pyramide ; 

3^ Le rapport des aires de la sec- 
tion A'B G'D'E' et de la base ABODE 
est 6gal au rapport des carr6s de 
leurs distances SH' et SH au sommet 
de la pyramide (fig. 281). 




1° Les droites AB, A'B' sont paral- 
IMes; il en est de meme des droites AH 
et A'H^ BG et B'G^ etc. Les triangles SAH 
et SA'H', SABet SA'B', SBG et SB'G' etc., 
sont, par suite, semblables deux k deux et donnent : 

sh;_sa; sa;_s_b; sb;__sg; 

sh""sa' SA""SB' SB""SG*'"' 



^ 
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d'ou Ton tire la suite de rapports ^gaux : 

sh;_sa'_sb^_sg^__sd;_se' 

sh "~ sa ~~ sb "" sg ~" sd """se' ^' ^' ' ^' 

2° Lesanglescorrespondantsdes deux polygenes ABODE, 
A'B'G'D'E' sont egaux comme ayant les cotes parallMes et 
de m^me sens. En outre, les triangles semblables consi- 
deres plus haul donnenl : 

A'B' SA' BT; SB' 



AB~"SA BG~"SB 



> • • • 



les seconds membres de ces 6galit^s 6tant tons ^gaux en 
Yertu de ce qui pr^cMe, il en est de mtoe des premiers, 
et Ton a : 

^ __BV_ _GB^ _UK _EAJ 
AB "~ BG "^ CD "" DE ~ EA ' 

c'est-^-dire que les c6t6s correspondants des deux poly- 
genes consid^r^s sont proportionnels. 

Ces deux polygenes ayant leurs angles 6gaux et les 
c6tes proportionnels sont semblables, c. q. f. d. 

3° Le rapport de similitude des deux polygenes 

A'B' 
A'B'G'D'E' et ABGDE est ^.gal au rapport -^ de deux 

c6tes hemologues. Mais les egalites 6crites plus haut. 
dennent : 

a/b;_sa'_sh' 

AB "~ SA "~ SH ' 

oaf 

de serte que ce rapport de similitude est encore ^rr* 

Le rapport des aires de deux polygenes semblables 
6lant egal au carr6 de leur rapport de similitude (256), on 
a done : 

awd;e'_sF* 

ABGDE ""sH" ^* ^* 
370. — Si la pyramide ABGDE est r^guli^re, le poly- 
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gone ABODE est r6gulier, et il en est de m^me, d'apr^s le 
theor^me pr^c6dent, du polygene A'^B'C'D'E'; en outre, 
H est Je centre du premier polygone," et il en resulte 
immediatement que H' est le centre du second ; par suite, 
la pyramide SA'FG'D'E' est aussi r6guli^re. 

On deduira de 1^ que, dans un tronc de pyramide r^gu- 
lier, les bases sont deux polygenes r6guliers semblables, 
et que les faces lat^rales sont des trapezes isocMes ^gaux ; 
en outre, ladroite qui joint les centres des deux bases est 
perpendiculaire sur leur plan. Ajoutons que la hauteur 
commune des diverses faces laterales s'appelle Vapotheme 
du tronc de pyramide r6gulier. 



th^orIime xm 

371. — Si deux pyramides SABGD, TEF6 ont des 
hauteurs SH, TK 6gales, les sections A'B'G'D', E'F'G' 
faites dans ces pyramides par des plans men6s pa- 
rall61ement k leurs bases et k des distances SH', TK' 
des sommets 6gales entre elles, sont proportionnelles 
aux bases des deux pyramides (fig, 282). 

D'aprfes le th^or^me pr^c^dent, on a : 

A'B'C'D' SH' ET'G' TR'' 



ABGD 



SH' EFG TR 



2* 



Or par hypothfese 

SH=TR etSH' = TK'. 

On a done : 

A'B'C'D' E'FG' 



ABGD 



~~ EFG ' ^* ^' ^' ^' 




372. Corollaire. — Si 
deux pyramides de meme hau- 
teur ont des bases ^quiva- ^^s- 282. 
lentes, les sections faites dans 

ces pyramides par des plans menis parallelement a leurs 
bases d la meme distance des sommets sont 4quivalentes. 
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373. — L'aire lal^rale d'une pyramide peul s'obtenir 
facilement en faisant la somme des aires des faces lal6- 
rales; si a, a', a",,, sont les c6l6s successifs de la base, 
et hy h'y h",,, les hauteurs des faces lal6rales correspon- 
dantes, on aura pour la mesure de I'aire lal^rale S : 

^—[ah-^a'h' + a"h" + ...] 

Si la pyramide est r^guli^re, les hauteurs A, h', A"... 
sont toutes ^gales k Tapoth^me h de la pyramide, et Ton a : 

S = |(a + a' + a" + ...) 

c*est-2i-dire que : 

Laire laUrale d'une pyramide rdguliire a pour mesure 
la moiiii du produit du p4rimeire de sa base par son 
apotkeme, 

374. — On obtiendra de la mfime fagon I'aire lat^rale S 
d'un tronc de pyramide. Soient a, a', a"... les c6t^s suc- 
cessifs de Tune des bases; b, b\ b"„, les c6t6s corres- 
pondants de I'autrebase; A, h', A''... les hauteurs des faces 
lat^rales correspondantes; on a : 

^=\[h[a+b) + k\a' •\-b') + h"{a" + b") + ...]. 

Sile tronc est r^gulier, les hauteurs h, h'y h".,, sont 
toutes 6gales k Tapoth^me h du tronc, et Ton a : 

S=^(a + a' + a'' + ... + ft + ^' + ^'' + ...], 

c*est-^- dire que: 

Uaire lat^rale d'un tronc de pyramide rigulier a pour 
mesure le produit de la demi-somme des perimetres de ses 
deux bases par son apotkeme. 



i 
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t . — Quelle est la hauteur h et I'aire totale s d'un tStra^dre 
rfiguliei- de c6Wfl! 

Riponse. - A = a ^^ , i = a'V^. 

2. — On coupe ua ifitraMre rSgulier de c6t6 a par un plan 
menS parallelemeut h Tune des faces a la distaoce b da sommet. 
Quelle est I'aire lat^rale S et I'aire totale S' du tronc de pyra- 
mide ainsi formS? 

R^ponie. _ s = i^ (a" - 1 6' V 8 = i^ (4a' - 36»). 

3. — Une pyramide r^guliere a pour base un heiagone rfigu- 
lier de cAlS a et uae hauteur h; oa la coupe par un plan pa- 
rallele a la base de fafon a obtenir un Iroiio de pyramide de 
hauteur A;. Quelle sera I'aire totale da ce Ironc! 



Soy/hM 



Rip. — 3a\/h* + 



ft" 



4. — Les plana men^s perpeadiculairement aui arSles d'u 
t^traedre par leurs milieux se coupeat en un m6ine point. 

5. — Lea perpend iculai res elevees sur chaque face d'u 
tSiroedra par le centre du cerclo circonacrit a cette face se ren 
cantrenl en un inline point. 

6. — Trouver ua point Equidistant des quatre sommets d'u 
t^traMre. 

7. — Trouver lea points fiquidistanta i 
quatre faces d'un tStraedre. 

8. — Les droites qui jaigu* 
d'un tetraedre aus points '" ' 
dianes des faces oppos^es 
mSme point, situe au quart de cl 
partir de la face corresponciaote. 

9. — Les trois droites qui joignent les c 
lieux des arStes opposees d'un tetraedre se r( 
coutreut en ua mSme poiut situe au milieu 
chacuae d'cUes, ** 

10. — Sur un oarre ABCD comme base et cie *^- *®* 

pyramides rSgulleres SABGD, S'AIXD dont les faces laterales 
soient des triangles ^quilat^raux {fig. 283). On obtient aiusi 

ANDOYBB. siOUEIHTE. 1) 
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un polyedre appel6 octahdre rigulier dont toutes les faces sont 
des triangles equilateraux de cote a. Evaluer I'aire totale et les 
diagonales de ce polyedre. 

Rdponse. — L'aire totale est 2a'y3 ; les trois diagonales sont 
egales a ayi^ 

11. —On coupe un octaedre regulier de c6t6 a par deux 
plans paralleles au plan A BCD et situ6s de part et d*autre de 
ce plan a la m6me distance h. Quelle sera l'aire totale du nou- 
veau polyedre aiinsi obtenu? Application : a= 1™, /i:=0™,25. 

Reponse. — A\/3 h{a[/2 — h} + 2(a — /i\/2)* et dans le cas 
particulier donne : 2«>i,8524... 

12. — Les centres des faces d*un octaedre regulier de cote a 
sont les sommets d'un cube. Quelle est I'ar^te de ce cube? 

a r 
R^onse, — qV2. 

13. — Les centres des faces d'un cube sont les sommets 
d'un octaedre regulier. En appelant a Tar^te du cube, quelle 
est Tarfele de cet octaedre? 

R6ponse, 1- • 

14. — Les centres des faces d'un t^traedre regulier de c6t6 a 
sont les sommets d'un nouveau t6traedre regulier dont on 
demande le cole. 

R6ponse, — -• 

15. — Galculer les diedres d'un t^traedre regulier ABGD. 
(Si M est le milieu de CD, le triangle AMB a pour angle en M 

Tangle plan du diedre CD et donne cosM = - et par suite 

M = 70032'.) 

16. — Galculer les diedres d'un octaedre regulier. (En ope- 
rant comme dans I'exercice precedent et appelant M Tangle 

cherche, on trouve cos M = — - et par suite M = 109*28'.) 
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§ 4. — Le volume de la pyramide. 

Th^oreme XIV 

375. — Deux pyramides triangulaires SABG, 
S'A'B G qui ont des bases ^quivalentes et des hau- 
teurs ^gales sont ^quivalentes {fig. 284 et 285). 

Divisons les hauteurs des deux pyramides en un m6me 
nombre de parlies ^gales, quatre, par exemple, et, paries 





Fig. 284. 

points de division, menons des plans parallMes aux bases 
respectives. Nous d^lerminons ainsi dans les deux pyra- 





Fig. 285. 

mides des sections DEF, GHI, RLM d'une part, D'E'F', 
G'HT, K'VW d'autre part. 
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D'apr^s le th^or^me du n° 369, les segments ainsi d6- 
lermin^s sur chacune des aretes des deux pyramides sonl 
egaux, et, d'apr^s le coroUaire du n° 372, les sections cor- 
respondantes faites dans les deux pyramides sont ^qui- 
valentes. 

Gonstruisons des prismes DEFANP, GHIDQR, RLMGTU 
d'une part, et D'ET'A'N'P', G'HTD'Q'R', K'L'MG'Tl]' 
d'autre part, ayant pour bases les sections faites par les 
plans s6cants dans chaque pyramide et ayant tous pour 
hauteur le quart de la hauteur commune des deux pyra- 
mides, puisque cette hauteur a ^16 divis^e en quatre par- 
ties 6gales, Les prismes correspondants de ces deux series 
sont Equivalents comme ayant m^me hauteur et des bases 
Equivalenles d'apr^s ce qui precede, de sorte que la 
somme des prismes inscrits dans la premiere pyramide 
est Equivalente k la somme des prismes inscrils dans la 
seconde. Appelant s cette somme, V et V les volumes 
des deux pyramides, on a d'ailleurs manifestement 



5 < V et 5 < v. 



Circonscrivons de m^me aux deux pyramides les 
prismes repr6sent6s sur la figure 285, qui ont m^me hau- 
teur que les precedents et dont les bases sont les triangles 
ABC, DEF, GHI, KLM d'une part, et A'B'G^ D'ET', 
G'HT, K'VM d'autre part. Gomme plus haut, les prismes 
correspondants de ces deux series sont Equivalents, de 
sorte que la somme des premiers est Equivalente k la 
somme des seconds. Appelant S cette somme, on a 
d'ailleurs : 

S > V et S > v. 

Gonsid6rons maintenant la difference S — s ; les prismes 
RLMGTU et RLMSL,Mi sont Egaux d'apr^s la construc- 
tion; il en est de mEme des prismes GHIDQR et 
GHIRHJi, et aussi des prismes DEFANP et DEFGE,F,. 
La difference S — s se rEduit done au prisme ABGDBjC, 
dont le volume est facile a Evaluer. Si B dEsigne I'aire de 
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la base ABC ei si H est la bauteur commune des deux 
pyramides, on a : 

« -^ H 

S — s — Bx^' 

et plus g^neralement, si on divise la bauteur des pyra- 
mides en n parties ^gales, on aura : 

S — s=BX — 

n 

Imaginons maintenant que Ton double ind^finiment le 
nombre n des divisions de la bauteur; la quantite s ira 
conslamment en augmentant (une figure rend ce fait Evi- 
dent), en restant toujours inf6rieure k V et V et de meme 
la quantity S ira constamment en diminuant, en restant 
toujours superieure a V et V. D'ailleurs, la difference 
S — s aura pour limite z6ro d'apr^s sa valeur toite plus 
baut. On conclut de la que les quantit^s 5 et S ont une 
meme limite, et que les quantiles V et V sont necessai- 
rement ^gales ci cette limite et par suite ^gales enlre elles, 
c. q. f. d. 

Th^oreme XV 

376. — Le volume d'une pyramlde trlangulaire 
SABG a pour mesure le tiers du 
produit de sa base par sa hauteur ''k- yp 

[fig- 286). / \\ // 

Par les points B et G menons des pa- / V^r / 
rallies BT et GU h. Tarete SA limit^es / / /A / 
au plan parallMe a la base men6 par le // / ^\l 
sommet S et joignons ST, SU, UT : ^\""-r--yQ 
nous formons ain§i un prisme ABCSTU \./ 

qui a mfime base B et meme hauteur H ^ 

que la pyramide donn^e, de sorte que Fig. 286. 

son volume est B x H. 

Les plans SBG et SGT decomposent ce prisme en trois 
pyramides triangulaires SABG, SGTU, SBGT. La premiere 
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est la pyramide donn^e; la seconde luiest ^quivalente, 
d'apr^s le thto^me pr^c^dent, car on peut lui donner 
pour sommet G et pour base STU, et alors elle a m^me 
base et m^me hauteur que la premiere. Enfin la troisi^me 
est ^quivalente ci la seconde, et par suite ci la premiere : 
car les deux pyramides SCTU et SECT de m^me som- 
met S ont m^me hauteur (la distance du point S au 
plan BCTU) et des bases ^gales comme moiti^s d'un 
m^me parallflogramme. Le prisme est done decompo- 
sable en trois pyramides ^quivalentes h la pyramide 
donn^e ; le volume de celle-ci est done le tiers du volume 

du prisme, c'est-k-dire q BH, c. q. f. d. 

TfflfiOREME XVI 




B G 

Fig. 287. 



377. — Le volume d'une pyramide quelconque 

SABGDE a pour mesure le tiers du 
produit de sa base par sa hauteur 

(fig. 287). 

D6composons la pyramide en pyra- 
mides triangulaires SABC, SAGD, 
SADE en menant des plans par I'arMe 
SA et toutes les autres aretes Morales 
non situ^es dans une m^rtie face avec 
SA. Le volume V de la pyramide don- 
n6e est la somme des volumes de ces 
diverses pyramides triangulaires qui ont toutes pour hau- 
teur la hauteur H de la pyramide donnee. On a done : 

v=|abgxh+|acdxh^-^adexh 

= I (ABC -f AGD -f ADE) X H. 

Mais la somme des bases partielles ABC, AGD, ADE 

est 6gale k la base B de la pyramide donnee ; on a done : 

1 
V = gBxH, c. q. f. d. 
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Remarque. — II r6sulte de cetle formule que : 

1** Une pyramide quelconque est 6quivaleiile au tiers 
du prisme de m^me base et de m^me hauteur. 

2° Deux pyramides quelconques de m^me base et de 
m^me hauteur sont ^quivalentes. 

3° Deux pyramides de m6me hauteur sont entre elles 
comme leurs bases. 

4** Deux pyramides de mtoe base sont entre elles 
comme leurs hauteurs. 

378. — Pour ^valuer le volume d'un polyfedre quel- 
conque, on pourra le decomposer en pyramides et ^valuer 
les volumes de ces pyramides : les th^or^mes qui suivent 
nous montreront une application de ce proc6d6. 

En particulier, s'il existe un point int6rieur au po- 
ly^dre et Equidistant de loutes ses faces, on voit immE- 
diatement que le volume de ce poly^dre sera Egal au tiers 
du produit de son aire totale par la distance du point 
k chacune des faces. II suffit de decomposer le polyfedre 
en pyramides ayant pour sommet commun 
le point et pour bases les diverses faces 
du polyMre. Si le point Equidistant de 
toutes les faces Etait extErieur au polyMre, 
il serait facile de modifier cet EnoncE. 

Application. — Gonsid6rons un tE- 
tra^dre r6gulier ABCD de c6tE a {fig, 288). 
Soit k sa hauteur AH; dans le triangle rec- 
tangle ABH, on a A» = a» — SH* ; mais BH 
est le rayon du cercle circonscrit k la base, de sorte que 




,s 



BH= -7-, et par suite h^ = a^r^-^ei h=a y/f. 

«'i/3 
La surface de la base est . , et par suite le volume 

du tetrafedre est 

1 «*v/3 v/2 «'v/2 
^ = 3X — X^73 = ^- 
On dEmonlre aisEment que le point situE sur AH au 
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quart de cette longueur est Equidistant des quatre faces; 
en appelant S Taire totale du t^tra^dre, on a done encore : 

V = |sxOH. 

Mais S = a V3 et OH = ^ y 5 , de sorte que Ton trouve 
comme plus haut : 

12 * 



TflifioBiiME xvn 

379. — L& volume d*un tronc de pyramide trian- 
gulaire k bases parall61es ABGA'B'G' est la somme 
des volumes de trois pyramides ayant pour hauteur 
commune la hauteur du tronc et pour bases respec- 
tives les deux bases du tronc et la moyenne propor- 
tionnelle entre ces deux bases {fig. 289). 

Les plans AB'G et A'B'G d6composent le tronc en trois 
pyramides triangulaires, B'ABG, CA'B'G' et AA'B'G. La 
premiere et la seconde ont pour bases respectives les deux 
bases ABG et A'B'G' du tronc et ont meme hauteur que 

le tronc : ce sont les deux premieres 
pyramides de I'^nonc^. Gonsid^rons la 
troisi^me AA'B'G et donnons-lui pour 
sommet le point B' ; par le point B' 
menons une parallMe i AA' qui ren- 
contre AB au point D et considerons 
la pyramide DAA'G : elle a m^me base 
AA'G que la premiere et elle a aussi 
meme hauteur, car les deux points B' 
et D sont sur une parallMe a AA' et 
par suite au plan de base AA'G, de 
sorle que leurs distances h ce plan sont 
6gales. La pyramide AA'B'G est done ^quivalente k la 
pyramide A'ACD. Donnons k celle-ci pour sommet A'; 
sa hauteur sera la hauteur du tronc, et, pour d^montrer le 
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th^or^me, il nous suffil de faire voir que sa base AGD est 
moyenne proportionnelle enlre les deux bases du Ironc. 
Par le point D menons une parallMe DE k BG ; il est 
clair que le triangle ADE est egal au triangle A'B'C/ 
comme ayant les c6.t^s parallHes, et par suite les angles 
6gaux, et en outre les c6t^.s AD et A'B' 6gaux comme pa- 
rallMes comprises entre parallMes, et tout est ramen6 par 
consequent a d^montrer la proportion 

ABC _ AGD 
AGD ~" ADE* 

Les triangles ABG et AGD ont meme hauteur si on leur 
donne le point G pour sommet ; par suite ils sont entre 
eux comme leurs bases (242), et Ton a': • 

ABG _ AB 
AGD ~" AD* 

Les triangles AGD et ADE ont m^me hauteur si on leur 
donne le point D pour sommet ; par suite ils sont entre 
eux comme leurs bases, et Ton a : 

AGD _ AG 

ade"~ae' 

Mais DE etant parallMe k BG, les seconds membres des 
deux ^galites pr^c^dentes sont 6gaux (153), et par suite 
il en est de m6me des premiers, c. q. f. d. 



th^oreme xvm 

380. — Le volume d^un tronc de pyramide quel- 
conque k bases parallMes ABGDEA'B'G'D'E' est la 
somme des volumes de trois pyramides ayant pour 
hauteur commune du tronc et pour bases respectives 
les deux bases du tronc et la moyenne proportion- 
nelle entre ces deux bases {fig. 290). 

Soit SABGDE la pyramide k laquelle appartient le 
tronc consider 6. Gonslruisons une pyramide triangulaire 

15. 
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TPQR ayant mtoe hauleur que la pr^cMenle, et dont la 
base PQR soil ^quivaJente k la base ABODE de la pr6c6- 
denle, et coupons celte pyramide par un plan P'Q'R' 
dont la distance au sommet T soit 6gale k la distance du 
plan A'B'G'D'E' au sommet S. 

Les deux sections A'B'G'D'E' et P'Q'R' seront aussi 
6quivalentes (372), de sorte que les deux troncs dp pyra- 
mide ABCDEA'B'G'D'F, PQRP'Q'R', auront m^me hau- 
teur et des bases respectivement ^quivalentes. Les pyra- 
mides SABGDE et TPQR sont ^quivalentes (377) ; il en est 




Fig. 290. 

de m^me des pyramides SA'B'G'D'E' et TP'Q'R' ; il en 
r^sulte que les deux troncs de pyramide consid^r^s plus 
haut sont Equivalents. 

Gela Etant, le volume du tronc de pyramide triangu- 
laire est, d'apr^s le th6orfeme pr6c6dent, la somme des 
volumes de trois pyramides ayant pour hauteur la hau- 
teur du tronc et pour bases respeclives les deux bases du 
tronc et la moyenne proportionnelle entre ces deux bases ; 
il en est done de m^me du volume du tronc de pyra- 
mide donnE qui est Equivalent au tronc de pyramide 
triangulaire, qui a m^me hauteur que ce dernier, et dont 
les bases so»t respectivement Equivalentes aux bases de 
ce dernier, c. q. f. d. 

381. — En appelant V le volume d'un tronc de pyra- 



r 
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mide, H sa hauteur, B et B' ses bases, on a done, d'une 
faQon g^n^rale : 

v = |(b+b'+v/bF). 

Les deux bases sont d'ailleurs des polygones semblables ; 

B' 

si r est leur rapport de similitude, on 9- g" = ^*» et par 

suite BB' = B V ; il vient done flnalement : 

Th^orIime XIX 

382. — Le volume d*un tronc de prisme triangu- 
laire ABGA'B'C est 6gal k la somme des volumes de 
trois pyramides ayant pour base commune l*une des 
bases du tronc ABC, et pour sommets les sommets 
de rautre base A'B'C (fig. 291). 

Les plans AB'C et A'B'C d6composent le tronc en trois 
pyramides triangulaires B'ABC, AGA'B' 
et CA'B'C. 

La premiere a pour base ABC et 
pour sommet B' ; c'est Tune de celles 
de r^nonc^. 

La seconde a pour sommet B' et pour 
base ACA' ; elle est par suite ^quiva- 
lente k la pyramide qui aurait meme 
base AG A' et pour sommet B, puisque B 
et B' sont sur une parallMe BB' au 
plan de base AGA', et que par suite les 
distances de ces points au plan ACA' sont ^gales. 

Gette nouvelle pyramide pent recevoir comme sommet 
le point A', et pour base le triangle ABG; c'est done en- 
core une des pyramides de I'^nonce. 

Enfin la troisi^me pyramide CA'B'C' a pour sommet A' 
et pour base CB'G' ; elle pent 6tre remplac^e par la pyra- 
mide ^quivalente de sommet A et de m^me base CB'G', 
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piiisque, comme plus haul, la droite AA' est parallMe au 
plan GB'C. Celle nouvelle pyramide peut recevoir comme 
sommet le point B' et pour base le triangle ACC, et peut 
^tre remplac^e par suite par la pyramide ^quivalente de 
sommet B et de meme base ACG', puisque, comme plus 
haut, la droite BB' est parallMe au plan ACC. Mais cetle 
derni^re pyramide peut recevoir pour base le triangle ABC 
et pour sommet le point G ; c'est done la troisi^me pyra- 
mide de r6nonc6, et le th^or^me se trouve compl^tement 
dtoontr^. 

TnifioiUEME XX 

383. — Le volume d*un tronc de prisme triangu- 
laire ABGA'B'C est 6gal au tiers du produit de sa 
section droite par la somme de ses ar6tes lat^rales 

M enons en effet une section droite DEF qui decompose 
le tronc de prisme donn6 en deux autres ABGDEF et 

A'B'G'DEF, et appliquons h chacun 
A' C' de ces Ironcs le th6or^me pr6c6- 

dent. Le volume du premier sera ; 



gDEF(AD + BE-fGF), 

puisque AD, BE, GF sont pr^cis6- 
ment ici les hauteurs des pyra- 
mides qui ont pour base DEF et 
pour sommets A, B, G. 

De mftme, le volume du second 
sera : 




Fig. 298. 



gDEF(A'D-f B'E + G'F). 

Par suite, le volume V du tronc de prisme donn6 sera, 
en ajoutant : 



y=:- DEF( AA' + BB' + GG'), c. q. f . d . 
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Reinarq[ue. — On verra ais^ment que la proposition 
subsisle si la section droite DEF rencontrait une ou plu- 
sieurs aretes lat^rales du Ironc sur leurs prolongements. 

384. — Pour 6valuer le volume d'un tronc de prisme 
quelconque, on le decompo- 
sera en troncs de prisme 
Iriangulaire, et Ton appli- 
quera Tune ou Tautre des 
deux propositions pr^c^- 
dentes. 

Consid^rons, par exemple, 
un tronc de prisme qua- 
drangulaire ABGDA'B'C'D' 
{fig, 293) et soit EFGH sa 
section droite. Appliquantla 
formule du th6or^me pr^c6- 
dent k chacun des troncs de prisme triangulaire ABGA'B'C, 
ACDA'G'D', on obtient pour le volume cberch6 : 

V=gEFG(AA'+BB' + CG')+|EGH(GC'+DD'+AA'). 

Si le tronc est un tronc de parallfl^pipfede {fig. 294), 
chacun des triangles EFG, EGH 
est Equivalent h. la moitiE du pa- 
rallelogramme EFGH, et Ton 
pent Ecrire : 

V = g EFGH(2AA' + BB' + 2GG' 

+ DDO. 

Considerons les trapezes AGA'C' 
et BDB'D' ; les droites AG et BD 
se coupent enleur milieu comme 
diagonales d'un parallflogramme ; 
et de mtoe les droites A'G' et B'D' se coupent en leur 
milieu 0^ On a done : 

AA' + GG' = 200' et BB' + DD' = 200', 
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puisque dans un trapeze la droile qui joint les milieux 
des c6l6s non parall^les est 6gale h la demi-somme des 
bases. 

Portant ces valeurs dans Texpression de V pr^cedena- 
ment trouv^e, il vient : 

V = EFGHX00', 

c'est-k-dire que 

Le volume (Tun tronc de paralUlepipHe est 4gal au 
produit de la section droite par la droite qui joint les 
centres des deux bases, ou par la moyenne arithmitique 
de deux aretes oppos^es, ou encore par la moyenne arith- 
metique des quatre aretes. 
385. — Les tas de pierre que Ton dispose sur les routes, 

et les tombereaux ont la forme 
d'un tronc de prisme quadrangu- 
laire : ils sont tennines en haul et 
en bas par deux rectangles ABCD, 
A'B'G'D' dont les c6t6s sont paral- 
IMes, et dont les centres sont sur 
une m6me verticale, de sorte que 
Fig. 295. igg autres faces sont des trapezes 

isoc^les {fig, 295). 
Evaluons le volume V d'un tel poly^dre, connaissant 
les dimensions AB = a, BG = ^, A'B' = a', B'G'=^' 
des deux faces inf^rieure et sup6rieure et la distance h de 
ces deux faces. 

Gonsid^rons ce corps comme un tronc de prisme qua- 
drangulaire aux aretes laterales AD, BG, A'D', B'G'. 
Soit EFGH une section droite ; on a (384) : 

V=|eFH(AD+BG + B'G')+5FGH(AD+B'G'+A'D'). 

D'ailleurs on a : 

EFH = |axHE et FGH = |axFG; 
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introduisant les notalions indiquees plus •haul, D vient : 
y = g ah[^b ^-b') + \ a'h[W + h), 

= ^ [^ah + 2rt'6' + ab' + a'b). 

= ^[[ab + a'V)Jt{a + a')[b + b')l 

Ces diverses formes de Texpression de V pourront etre 
utilis^es suivant les cas. 

Si Ton fait a' = o, la figure devient un comble qui a la 
forme d'un Ironc de prisme Iriangulaire dont le volume 
est donii6 par la formule : 

V=^(26 + 6'). 



EXERCICES 



1. — Quel est le volume de Toctaedre r^gulier de c6t6 a? 

a'i/2 
R^ponse, —-• 

2. — Trouver le volume V d'un tronc de pyramide de 
bases B et B' et de hauteur H en le coasiderant comme la dif- 
ference de deux pyramides. [Si h et h' sont les hauteurs de 

ces deux pyramides, on a : V = -(B/t — B'/i'), et en outre 

B h^ 
h — /i' = H et =3 = ttt; eliminant h et h\ on trouve 2 
B /i * 

3. — On considere un polyedre form6 en coupant la surface 
laterale d'une pyramide prolongee au dela de son sommet par 
un plan parailele a la base. Evaluer le volume V de ce polyedre 
appele tronc de pyramide de seconde espece, connaissant ses 
bases B et B' et sa hauteur H. [Ge polyedre est la somme de 
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deux pyramides de hauteurs h et h\ de sorte que Toa a : 

1 R /i* 

V = - (Bh + B'li), et en outre /i + /i' = H et ^r; = 777 ; on en 
3 B /i * 

tire, comme dans Texercice precedent : 

4. — On coupe un tetraedre regulier de cote a par un plan 
mene parallelement a la base a la distance b du sommet. Quel 
est le volume du tronc ainsi forme? 

mponse. -^ l(av/2-6v/3) ^a« + 1 6« + a& y^| j . 

5. — Une pyramide reguliere a pour base un hexagone regu- 
lier de cote a et une hauteur h; on la coupe parun plan paral- 
lele a la base de fagon a obtenir un tronc de pyramide de hau- 
teur A;. Quel sera le volume de ce tronc? 

mponse. — ^'^^^ (3/i» — 3lik + k*). 

6. — Appliquer le r^sultat pr6c6dent en supposant a = 4™, 
k = 5^eil = l. 

mponse. — 146"<',258. 

7. — On coupe un octaedre regulier de c6te a par deux plana 

paralleles au plan ABGD {fig. 283) et situes de part et d'autre 

de ce plan a la mftme distance h. Quel est le volume du nou- 

veau polyedre ainsi obtenu? Application a = 1™, h = 0™,25. 
ft I, _ 

Mponse. r- (3a* — Zah^l + 2/i*) et dans le cas parti- 

o 
culier donn6 : 0™^344... 

8. — Retrouver la formule qui donne le volume d'un tronc 
de pyramide quelconque en le decomposant en troncs de pyra- 
mides triangulaires, 

9. — On donne le volume V, la base B et la hauteur H d'un 

tronc de pyramide; trouver le rapport de similitude ar de la 

seconde base a la premiere. 

BH 
[On resoudra I'^quation V = -— ( 1 + ^ + ^*)] • 

10. — M6me problfeme pour un tronc de pyramide de seconde 
espece. 

11. — Appliquer les resultats des deux exercices precedents 
au cas suivant : B= l"^, H = 0",25, V = 0'"°,2. 
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R^nse, — Pour le tronc de premiere espece : a? ^ 0,78... 
Pour le tronc de seconde espece : a? = 1,78... 

12. — M6me question en supposant 6=1°"^, H = 0™,25, 
V = 0«»°,075. 

R6p. — Pour le tronc de premiere espece, pas de solution; 

Pour le tronc de seconde espece, deux solutions : 
a?' = 0.11... eta;" = 0,89... 

13. — Reprenantles questions 9 et 10, quelles sont les hau- 
teurs des pyramides qui correspondent aux troncs trouv6s ? 

XT 

R6pons6, — Pour un tronc de premiere espece, h = 



pour un tronc de seconde espece, h = 



H 



\ + x 

14. — Gouper une pyramide de base B et de hauteur H par 

un plan parallele a la base tel que les volumes des deux 

polyedres partiels ainsi determines soient dans un rapport 

donne m? 

RSponse, — Si a? estja distance du plan cherch6 au sommet, 
s 



a : a; = H i / - 



m 
on 



-\-m 
15. — M6me question pour un tronc de pyramide de bases 
B et B' et de hauteur H. 

R^ponse. — Si a? est la distance du plan cherch6 au sommet 

de la pyramide, on a : a; = ^^ ^ / /my/B"' + y/fi^ 

en appelant r le rapport de similitude des polygenes B et B', 



1 — r V 1 



m-\-r^ 



+ m 

16. — Appliquer le resultat de Texercice pr6c6dent en sup- 

posant H= 1"», b = -:, m = — • 

Riponse, — a;=0'",75. 

17. — Trouver la hauteur d'un tombereau, sachant qu'il con- 
tient 2000 litres, et que ses bases ont respectivement pour 
dimensions : a = 2°», 6 = 1"^, a' = l"^,20, &'=.0'»,80. 

Reponse, — /i = 1™,37... 

18. — La formule qui donne le volume d'un tronc de pyra- 
mide et celle qui donne le volume d'un tas de pierres peuvent 
s*ecrire 

V=5(B + B' + 4B") 
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en appelant H la hauteur, B et B' les deux bases, et B" la sec- 
tion faite par un plan equidistant des deu5t bases. 

19. Dans un octaedre r^gulier de cote a, le centre du 
carr6 ABGD (fig. 283) est Equidistant des huit faces; quelle est 
sa distance a chaque face? 

R^ponse, ;=. 

V/6 

20. — Trouver dans Tint^rieur d'un tetraedre un point tel 
qu'en le joignant aux quatre sommets, on decompose ce 
tetraedre en quatre tetra^dres Equivalents. 

21. — Le plan qui passe par una ar6te d'un tetraedre et le 
milieu de TarEte opposee le partage en deux tetraedres equi- 
valents. 

22. — Un plan qui passe par les milieux de deux ar6tes op- 
posees d'un tetraedre le partage en deux polyedres equivalents. 

23. — Calculer le volume de I'octaedre qui a pour sommets 
les centres des faces d'un parallelepipede. 



§ 5. — Les polyedres semblables. 

386. — Deux polyedres qui ont le m6me nombre d'angles 
polyedres el le mtoe nombre de faces sonl dils sem- 
blables, si on peul les faire correspondre Tun k Vaulre de 
telle fagon que les angles polyedres correspondanls soient 
6gaux chacun h chacun et que les faces correspondantes 
soient des polygones semblables chacun k chacun : en 
outre, tous ces 616ments doivenl 6tre disposes dans le 
m^me ordre. 

Les diMres correspondanls de deux angles polyedres 
correspondanls 6gaux sonl Egaux; les aretes correspon- 
dantes de deux faces correspondantes semblables sont 
proportionnelles. 

Les divers Elements correspondanls : angles polyedres, 
faces, di^dres, aretes, dans les deux polyMres sont dils 
komologues, 

Les diverses faces homologues des deux polyedres ont 
le mfime rapport de similitude, puisqu'une mfime arfite 
appartient, dans chaque polyMre, k deux faces contigu^s. 
Ce rapport de similitude est le rapport de similitude des 
deux polyedres. 
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Ce qui precede monlre aussi que dans les deux po- 
ly^dres les m^etes homologues sont proportionnelles, et 
que le rapport de deux aretes homologues est 6gal au 
rapport de similitude des deux poly^dres. 

387. — La theorie des poly^dres semblables est tout h 
fait analogue a celle des polygones semblables ; aussi nous 
contenterons-nous d'6noncer, sans demonstration, les 
theor^mes suivants : 



Th^oreme XXI 

Si on coupe une pyramide par un plan parall^le k 
la base, on obtient une nouvelle 
pyramide semblable k la premiere 

(fig- 296). 

Remarque. — Le plan secant ne 
doit pas rencontrer les aretes lat^rales 
sur leurs prolongements au del^ du 
sommet S ; dans ce cas, en effet, les 
elements correspondants des deux py- 
ramides consider6es ne seraient pas 
disposes dans le m^me ordre. 



th^orj^me xxn 

388. — Deux pyramides triangulaires sont sem- 
blables si elles ont un angle di^dre compris entre 
deux faces semblables chacune & chacune et sem- 
blablement dispos^es. 




th^orj^me xxm 

389. — Deux poly^dres composes d^un m6me 
nombre de t^tra^dres semblables chacun & chacun 
et semblablement disposes sont semblables. 

R^ciproquement, deux poly^dres semblables pen- 
vent 6tre d6compos6s en un mdme nombre de t6- 
tra^dres semblables chacun & chacun et sembla- 
blement disposes. 
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Th^oreme XXIV 

390. — Le rapport des volumes de deux poly^dres 
semblables est 6gal au cube de leur rapport de simi- 
litude, c^est-^-dire aussi au cube du rapport de deux 
c6t6s homologues. 

EXERGICES 

1 . — Les Carres des volumes de deux polyedres semblables 
sont proportionnels aux cubes des aires do deux faces homo- 
logues. 

2. — Oa coupe une pyramide par un plan parallele a la base 
qui divise la hauteur en parties proportionnelles a deux 
nombres donnes. Quel est le rapport des volumes des deux pyra- 
mides obtenues? 

3. — Soient deux polyedres semblables P et P' et deux points 
M et M' appartenant Tun a P, I'autre a P'. Ges deux points 
sont dits homologues, si en les joignant respectivement a trois 
sommets correspondants des deux polyedres, les deux telraedres 
ainsi formes sont semblables et semblablement disposes. Les 
droites qui joignent deux couples de points homologues sont 
dites homologues; de m6me les plans qui passent par trois 
points de P et les trois points homologues de P' sont dits homo- 
logues. Demontrer : 

1° Que si deux droites ou trois plans de P se coupent en un 
point 0, les deux droites ou les trois plans homologues dans P' 
se coupent en un point 0' homologue du point ; 

2° Que si deux plans de P se coupent suivant une droite D, 
les deux plans homologues dans P' se coupent suivant une 
droite D' homologue de la droite D ; 

3** Que le rapport de deux segments homologues est egal au 
rapport de similitude des deux polyedres; 

4° Que deux triangles ou deux tetraedres homologues (c'est- 
a-dire ayant pour sommets des points homologues) sont sem- 
blables et que leur rapport de similitude est egal au rapport de 
similitude des deux polyedres. 

4. — Dans deux tetraedres semblables, les hauteurs issues 
de deux sommets homologues sont homologues; il en est de 
m^me des droites qui joignent deux sommets homologues aux 
points de rencontre des mi^dianes des faces opposees. 
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§ 1". — Le cylindre. 



-HA' 



391. — On appelle cylindre droit a base circulaire ou 
plus bri^vement cylindre le volume engendr^ par un rec- 
tangle OAO'A' qui tourne aulour d'un de ses c6l^s 00' 
{fig, 297). 

00' est Yaxe du cylindre ; la droite AA' en est X arete 
lat^rale ou g^niratrice et la surface engen- 
dr^e par cette droile dans le mouvement de 
rotation du rectangle est la surface lat^rale 
du cylindre. 

Un point quelconque M de AA' d^crit pen- 
dant le mouvement une circonf6rence dont 
le plan est perpendiculaire h. 00' et dont le 
rayon est la distance MP du point M k I'axe. 
Comme on a MP = OA, on voit que cette 
circonference a un rayon constant quel que 
soitle point M. 

Les cercles d^crits par les cotes OA et O'A' du rectangle 
sont les bases du cylindre ; la distance 00' des deux bases 
est la hauteur du cylindre; elle est 6gale h. son ar^te lat^- 
rale. 

Une section droite de cylindre est la section faite par 
un plan perpendiculaire k I'axe ; d'apr^s ce qui a ete dit 
plus haut, c'est un cercle ayant son centre sur I'axe et 
^gal k chacune des bases. 

357 




Fig. 297. 
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Thj^oreme I 



iy. 



392. — L'aire laterals S d'un cylindre ABAB' a 
pour mesure le produit de sa hauteur H par la cir- 
conference G de sa base {fig. 298). 

Tnscrivons dans la base du cylindre un polygene r^gu- 
lier, el par ses sommets menons des parall^les k Taxe du 
cylindre qui renconlrent la seconde base en des points 
qui sont les sommets d'un second polygone regulier 6gal 
au premier et inscrit dans cette seconde base. 

On forme ainsi un prisme regulier inscrit dans le 
cylindre, et qui a pour l^auteur H; si done p est le p^ri- 
mMre du polygone regulier, base de ce prisme, 1-aire lat6- 

rale de ce prisme sera a = pxH 
(347). D'ailleurs, cette aire est mani- 
festement plus petite que S, c'est-k- 
dire que Ton a a < S. 

Girconscrivons maintenant k la base 
du cylindre un polygone regulier sem- 
blable au precedent, et par les som- 
mets menons des parallMes k Taxe 
du cylindre qui rencontrent la se- 
conde base en des points qui sont les 
sommets d'un second polygone r^gu- 
Fig. 298. lier 6gal au premier et circonscrit k 

cette seconde base. On forme ainsi un 
prisme r6gulier circonscrit au cylindre et qui a pour hau- 
teur H ; si done P est le perim^tre du polygone regulier, 
base de ce prisme, Taire lat^rale de ce prisme sera 
A=PxH; d'ailleurs on a 6videmment A > S. 

Imaginons maintenant que Ton double ind^finiment le 
nombre des c6t^s des polygenes r^guliers dont nous 
venons de parler. 

Les aires lat^rales des prismes r^guliers inscrits forme- 
ront une suite de nombres toujours croissants et toujours 
inferieurs a S : 

a=pR, a'=p'R, a"=p"]l,..,'. 
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et ces nombres lendront' vers la limile GxH, puisque les 
p^rimfelres p, p', p",... lendent vers la limile C (221). 

De mtoe, les aires lat6rales des prismes r6guliers cir- 
conscrits formeront une suite de nombres loujours d6- 
croissants et toujours sup^rieurs k S : 

A=PH, A' = P'H, A"==:P"H,...; 

et ces nombres tendront aussi vers la limite GxH, 
puisque les p6rim^tres P, F, P",... tendent vers la li- 
mite C. 

La quantity S 6tant toujours comprise entre deux 
nombres correspondants des deux suites a, a', a",... et 
A, A', A",... et ces deux suites ayant la m6me limite 
GxH, 11 en resulte n^cessairement T^galite : 

S = GXH, c. q. f. d. 

393. — Si R est le rayon de base du cylindre, on a par 
consequent : 

S = 2TrRH 

et la surface totale du cylindre est : 

S' = 27uRH + 27uR« = 27uR (R + H) . . 

394. — La surface laterale d'un cylindre 6tant form^e 
par des droites parallMes k son axe, on congoit que Ton 
puisse developper cette surface sur un plan, apr^s Vavoir 
ouverte suivant une g^n^ralrice; elle devient alors un 
rectangle ayant pour hauteur H et pour base la longueur G 
de la circonference de base {fig. 299). 

TniSOBilME II 

395. — Le volume V d^un cylindre ABA'B' a pour 
mesure le produit de sa hauteur H par sa base B 

{fig. 298). 

Op6rons comme dans la demonstration precedente; 
appelons 5^ et Q les aires des bases des prismes r^guliers 
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inscrits et circonscrits. Les volumes w et U de ces prismes 
seront (365) : 

w = yHetU = QH; 

d'ailleurs, on a ^videmment : 

w < V et U > V. 

Lorsque Ton double ind^flniment le nombre des faces 
de ces prismes, q eiQ ont pour limile commune Taire B 




Fig. 299. 

de la base du cylindre (251) et par suite w et U ont pour 
limite commune BH ; on en d^duit comme au n° 392 : 

V=BXH, c. q. f. d. 
396. — Si R est le rayon de base du cylindre, on a : 

d'oti Ton d6duit encore la relation : 

^ 2 



EXERCICES 

N. B, — Les notatioas du texte sont coQserv6es. 

1. — Dans un cylindre, on donne H = 5™,45, R = 5"™. 
Cdlculer S. S' et V. 

/j^p. _S=:0™^,1712...; S' = 0°»q.l714...; V = 0'nc,000428... 

2. — Dans un cylindre, on donne R = 0™,1, S = i^'i, Cal- 
culer H, 8' et V. 

Rdponse, — H = 1»,59...; S' = ln»«i,0628...; V = 0«»^05. 
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3. — Dans un cyliadre, on donne R = 0™,l, S' = 1"<I. Gal- 
culer H, S et V. 

Reponse. — H = 1^,49...; S= 0'»9.9372... ; 0"«,046859... 

4. — Dans un cylindre, on donne R = 0%43, V= l™c. Cal- 
culer H, S et S'. 

Rdponse, — H=1V2...; S = 4"'i,65... ; S' = 5'"9,81... 

5. — Dans un cylindre, on donne H = l™, S = 1"^^. Cal- 
culer R, S' et V. 

Rep, — R = 0«»,159... ; S' = l"q,1592... ; V = 0«'°,079577... 

6. — Dans un cylindre, on donne H = 1°^, S'= \^i, Cal- 
culer R, S et V. 

Mp, — R = 0°»,14...; S = 0™9.8768...; V = 0°^°,0G16... 

7. — Dans un cylindre, on donne H= I™, V= 1™°. Gal- 
culer R, S et S'. 

Reponse, — R = 0°».56...; S = 3°'^54...; S' = 5°>q,54... 

8. — Dans un cylindre, on donne S= 1°^<I, S' = 2™<J. Gal- 
culer R, H et V. ' 

Reponse. — R = 0^,40;..; H = 0^.40...; V=0°»«,20... 

9. — Dans un cylindre, on donne S= 1™*», V^ 1™^ Gal- 
culer R, H et S'. 

RSponse. — -R=2°»; H = 0°^.080...; S' = 26"*i.l3... 

10. — Dans un cylindre, on donne V = 1 litre, H = 4R. 
Galculer R, H, S et S'. (Les vases employes pour la mesure des 
liquides repondeot a cette condition.) 

Rdponse. — R=:0"^,043...; H=0°»,172...: S = 0°»*i,0465... ; 

11. — M6me question en supposant H = 2R. (G*est le cas 
des vases employes pour la mesure des graines, etc.) 

RSponse, — 0°»,054...; H = 0™ 108...; S= 0»»q,0366...; 
S'=0°»q,0549... 

12. — Un rectangle tournant autour de chacun de ses c6t6s 
engendre des volumes mesur^s respectivement par les nombres 
a et h; quelles sont les dimensions de ce rectangle? 

13. Deux cylindres sont equivalents; quel est le rapport de 
leurs aires laterales? 

14. — Deux cylindres ont meme aire laterale; quel est le 
rapport de leurs volumes? 

15. — Un plan parallele a Taxe d'un cylindre ne rencontre 
pas ce cylindre ou le coupe suivant une ou deux generatrices 
suivant que sa distance a I'axe est superieure, egale ou infe- 
rieure au rayon du cylindre ; et reciproquement. 

16. — Si un plan parallele a I'axe d'un cylindre le rencontre 
suivant une seule generatrice, il est dit tangent au cylindre. 
Un plan tangent au cylindre est perpendiculaire au plan qui 
passe par I'axe et la generatrice de contact, et reciproquement. 

17. — Deux cylindres sont semblables si le rapport de leurs 
rayons est egal a celui de leurs hauteurs, et la valeur commune 

ANDOYER. GKOMETRIE. iQ 
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de ces rapports est alors le rapport de similitude des deux 
cylindres. D6moiitrer que les aires laterales et les aires totales 
de deux cylindres semblables out pour rapport le carre du rap- 
port de similitude de ces deux cylindres ; et que les volumes de 
deux' cylindres semblables ont pour rapport le cube du rapport 
de similitude de ces deux cylindres. 

18. — Appelant secteur cylindrique la portion de cylindre 
comprise entre deux demi-plans limit^s a I'axe, trouver la sur- 
face laterale, la surface totale et le volume d'un secteur cylin- 
drique. 

19. — Si par les points d'une circonference on mene des 
droites 6gales entre elles paralleles a une m6me direction quel- 
conque, leurs extremites sont sur une seconde circonference 
egale a la premiere, et dont le plan est parallele au plan de la 
premiere ; on obtient ainsi un cylindre oblique a base circu- 
laire. Le volume d*un tel cylindre est 6gal au produit de sa 
base par sa hauteur (c'est-a-dire la distance des deux plans 
de base). * 

20. — Si on coupe un cylindre droit par deux plans paral- 
leles, on obtient un cylindre a section droite circulaire; Taire 
laterale de ce cylindre est egale au produit de son ar^te laterale 
par le perimetre de sa section droite, et son volume est egal au 
produit de son ar6te laterale par I'aire de sa section droite. 

21. — Si on coupe un cylindre droit par deux plans quel- 
conques, on obtient un tronc de cylindre a section droite circu- 
laire qui a m6me surface laterale et m6me volume qu*un cy- 
lindre qui aurait pour base sa section, droite et pour hauteur la 
distance des deux points ou les plans de base rencontrent I'axe. 

22. — Si on coupe un cylindre oblique a base circulaire par 
un plan quelconque, on obtient un tronc de cylindre a base 
circulaire; son volume est egal au produit de I'aire de sa base 
circulaire par la distance a cette base du point ou le plan secant 
rencontre la parallele aux generatrices men6e par le centre de 
la base circulaire. 



§ 2. — Le c6iie. 

397. — On appelle cdne droit a base circulaire ou plus 
brifevement cdne le volume engendr6 par un triangle rec- 
tangle SOA qui lourne autour de Fun des c6t^s de Tangle 
droit SO {fig, 300). 

Le point S est le sommet du c6ne ; SO en est Vaxe. 

L*hypot6nuse SA est le cdt^ ou Var4te laterale, ou la 
g^nSratricej ou encore Vapotheme du c6ne, et la surface 
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^63 




Fig. 300. 



engendree par cette droite dans le mouvement de rotation 
du triangle est la surface laterals du c5ne. 

Un point quelconque A' de SA d^crit, pendant le mouve- 
ment, une circonference dont le plan 
est perpendiculaire h SO et dont le 
rayon est la distance A'O' du point A' 
h I'axe. 

Le cercle d6crit par le c6t6 OA du 
rectangle est la base du cone ; la dis- 
tance OS du sommet h la base est la 
hauteur du c6ne. 

Entre le rayon de base R du c6ne, 
son apoth^me A et sa hauteur H, 
existe la relation : 

398. — Si Ton coupe uii c6ne SOA par un plan O'A' 
parallMe k sa base, on obtient un tronc de cdne a bases 
paralleles ou simplement tronc de cone OkO'M : ce solide 
peut 6tre regards comme engendre par la rotation d'un 
trapeze rectangle autour du c6t6 perpendiculaire aux 
bases. 

Les deux cercles engendr^s par OA et O'A' sont les 
bases du tronc de c6ne ; 00' en est Yaxe\ la droite AA' en 
est le cdte, ou Y arete latirale, ou lag^pJratrice, ou encore 
Vapotheme, et la surface engendree par cette droite dans 
le mouvement de rotation du trapeze est la surface latd- 
rale du tronc de cone. 

La distance 00' des deux bases est la hauteur du tronc 
de c6ne. 

Appelons R et R' les rayons des bases d'un tronc de 
cone, A sonapoth^me et H sa hauteur; on aura la relation : 

A*=(R— R')2 + H* 

que donne le triangle rectangle ABA' obtenu en me- 
nant A'B parall^le h 00'. 

Si, en outre, A et a sont la hauteur et I'apoth^me du 
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c6ne SOA, auqiiel appartient le tronc de c6ne, et si de 
m^me h' et a' sont la hauteur et Tapoth^me du c6ne SO'A^ 
qui, avec le tronc de c6ne, complete le c6ne SOA, les 
triangles semblables SOA, S'O'A' donnent les relations : 

fi h R 

et comme on a de plus : 

a — a' = A, h — A' = H, 

on en d^duit : 

_ AR HR 

^""R — R'* '^"■R — R'' 

AR' ,, HR' 



R — R R — R 

Enfin, remarquons que le plan Equidistant des deux 
bases determine dans le tronc de cone une section cir- 
culaire 0"A", qui est dite section moyenne, et dont le 
rayon R" est 6videmment donn6 par la relation 

R + R' 



R" = 



2 



Thj^oreme m 

399. — li^aire lat6rale S d*un c6ne SOA a pour 
mesure la moitid du produit de son apoth^me A par 
la circonf6rence G de sa base {fig, 301). 

Inscrivons dans la base du cone un polygone r^gulier 
et joignons ses sommets au point S; on forme ainsi une 
pyramide r^guli^re inscrite dans le c6ne; si p est le pE- 
rimMre du polygone r^gulier, base de cette pyramide, 
et si a est I'apoth^me de cette pyramide, sa surface 

1 

lat6rale t sera t = ^px,a (373), et, en outre, cette aire 
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sera manifestement inKrieure k S, de sorte que Ton aura 

Girconscrivons maintenant k la base du c6ne un poly- 
gone r^gulier semblable au pr^c^dent 
et joignons ses sommets au point S. 
On forme ainsi une pyramide r6gu- 
Vihve circonscrile au c6ne et dont 
I'apoth^me coincide avec I'apoth^me 
A du c6ne. Si done on appelle T la 
surface lat^rale de cette pyramide et /. 
P le p^rimfetre de sa base, on aura 

1 
T = ^PX,k] d'ailleurs, on a ^vi- 

demment : Fig7m. 

T>S. 

Si Ton double ind^fmiment le nombre des c6t6s des 
polygones r^guliers consid6r6s, jo et P tendent vers la 
limite G; en m^me temps, a tend 6videmment vers A. 
Les quantil^s t elT ont, par suite, pour limite commune 

1 

sGxA, et, comme elles comprennent entre elles la 

quantity fixe S, on a n^cessairement : 

1 
S = 2GX-^» ^'?- ^- ^• 

400. — R 6tant le rayon de* base du c6ne, on a : 

S = TuRA. 

La surface totaJe S' du c6ne est, par suite : 
S' = ttRA + xR* = 7rR(R + A). 

THjfiOREME IV 

401. — L^aire lat^rale S d^un tronc de c6ne 
OAO'A' a pour mesure la moitid du produit de 
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son apoth^me A par la somme des circonf^rences 
G et C de ses deux bases {fig. 300). 

L'aire laterale du tronc de cone consid6r6 est la diffe- 
rence des aires ]aterales des deux c6nes SO A, SO' A'. 

Inscrivons dans le cone SOA une pyramide r^guli^re P ; 
la base O'A' du tronc de c6ne partage cette pyramide en 
une seconde pyramide r^guli^re P' (370) et un tronc de 
pyramide regulier T ; d'apr^s le th^or^me precedent, si le 
nombre des faces de celte pyramide double indefiniment, 
la limite de son aire laterale est la surface laterale du 
cone SOA, et de meme la limite de I'aire laterale de la 
seconde pyramide P' est la surface laterale du cone SO' A' : 
I'aire laterale du tronc T 6tant la difference des aires lat6- 
rales des pyramides P et P', de m^me que Taire laterale 
du tronc de c6ne consid6r6 est la difference des aires 
lat^rales des c6nes SOA et SO'A', il resulte de ce qui pre- 
cede que Taire laterale du tronc de cone consider^ est la 
limite de I'aire laterale du tronc de pyramide T. Mais cette 

1 

derni^re quantity est ^gale k ^ (p + /?')« (374) en appe- 
lant a Tapoth^me du tronc T, p ei p' les p^rim^tres de 
ses bases. D'ailleurs, a tend ^videmment vers A, etpetjo' 
tendent respectivement vers G et G : I'aire lalerale S du 
tronc de cone a done pour valeur : 

|a(G + GO, c. q.f. d. 

402. — Si R et R' sont les rayons des bases du tronc 
de c6ne, on a : 

S = 7:A(R + R'), 

ce qu'on peut ^crire : 

S = 27cAR" (378). 

On peut done dire encore que I'aire laterale (Tun tronc 
de cone est egale au produit de son apotheme par la cir- 
conference de sa section moyenne. Get 6nonc6 s'applique 
d'ailleurs aussi au c6ne lui-m^me. 
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La surface totale du Ironc sera : 

S' = xACR + R') + xR« + :: R'« 
= 7r[R(R+A) + R'(R' + A)]. 

403. — La surface lat^rale d'un c6ne SOA ^tant form^e 
par des droites passant par le point fixe S, on conQoit 
qu'on puisse developper cette surface sur un plan apr^s 
I'avoir ouverte suivant une g^n^- 
ratrice; elle devient alors 6videm- 
ment un secteur circulaire SAA^ 
de centre S et de rayon SA, puis- 
que toutes les generatrices sont 
6galeskSA(/?^.302). 

La longueur de I'arc AA, est 
^gale h la circonf^rence de base 
du c6ne, et a par suite pour va- 
leur SirR. II est facile d'en con- 
clurela mesure n, en degr^s, de Tangle au centre du sec- 
teur SAAj ; on a, en effet (230) : 




et par suite 






n = 360 T* 
A 



La surface lateral e d'un tronc de c6ne OAO'A' se d6ve- 
loppe de mtoe et produit un secteur de couronne circu- 
laire AA^A'A/. 

TnifiORtMB V 

404. — Le volume V d^un c6ne SOA a pour me- 
sure le tiers du produit de sa hauteur H par sa 
base B {fig. 301). 

Op^rons comme aii n® 399 ; les pyramides r^guli^res 
inscrite et circonscrite ont m^me hauteur H que le c6ne ; 
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si done 5' et Q sont les aires de leurs bases, et si w et U 
d6signent leurs volumes, on a : 

M = |yH, et U=|qH; 

d'ailleurs, on a ^videmmenl ; 

u<\ et U>V. 

Lorsque Ton double ind^finiment le nombre des faces 
de ces pyramides, 9' et Q ont pourlimite commune I'aire B 

de la base du c6ne (251) et par suite u et U ont pour 

1 

limite commune ^ BH ; ces quantit^s comprenant tou- 

jours entre elles la quantity fixe V, on a done n6cessaire- 

ment : 

1 

V = gBxH, e. q. f. d. 

405. — Si R est le rayon de base du c6ne, on a : 

V = 57rR2H. 



TnifiORliMB VI 

406. — Le volume V d^un tronc de c6ne OAO'A 
est 6gal & la somme des volumes de trois c6nes ayant 
pour hauteur commune la hauteur H du tronc et 
pour bases respectives les deux bases B et B' du 
tronc et la moyenne proportionnelle entre ces deux 
bases (fig. 300). 

Le volume du tronc de c6ne consid^r^ est la difference 
des volumes des deux c6nes SOA, SO'A'.Raisonnantalors 
comme au n° 401, on voit que le volume cherch6 V est la 
limite du volume u du tronc de pyramide T. Si q et q' 
sont les bases de ce tronc, qui a m^me hauteur H que le 
tronc de c6ne donn^, on a (381) : 
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Mais q et q' onl respeclivement pour liraitesB et B', 
eo m^me temps que u a pour limile V ; on a done : 

v=-^(b + b'+v/bf), 

ce qui demontre le th^or^me. 

407. — Si R et R' sont les rayons des bases du tronc 
de c6ne, on a : 

B = 7:R« B' = irR'*, et par suite v/bF = irRR'. 
II en r^sulte : 

V = ^(R^ + R'« + RR'). 

408. — Pour le cubage des troncs d'arbres non 4quar- 
ris, on se sert de la formule qui donne le volume d'un 
tronc de c6ne : un tel tronc d'arbre pent, en effet, 6tre 
assimjl^ h. un tronc de c6ne ; on a done : 

V = ^(R2+R'^ + RR0; 

si les deux bases du tronc sont peu diff^rentes, on sim- 
plifie le caleul en assimilant I'arbre h, un cylindre ayant 
meme hauteur et pour seelion droite la section moyenne 
du tronc ; on a done : 

V^ttHR"*. 

R -I- R' 
Com me on a R" = —^ — , Terreur commise a pour 

valeur : 

i7rH(R-Rr. 

En r^alit^, on ne peut pas mesurer R", mais seulement 
la circonference G' de la section moyenne ; or, on a : 

G" = 27rR", 

16. 



370 

et par suite 
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C" 



V = 



■ < 
4'jr 



» 409. — De m^me, pour le jaugeage des tonneauxy on 
assimile le fM k mesurer k un double tronc de cone 

{fig. 303). Si done H est la longueur du 
tonneau, si R est le rayon de section 
moyenne OA ou bouge^ et si R' est le 
rayon de ses fonds O'k' et 0''A", on aura 
son volume V par la formule : 

V=^(R*+R'«+RR'). 

Cette formule donne un r6sultat 6vi- 
demment trop faible ; aussi emploie-t-on 
Fig. 303. souvent, surtout en Angleterre, la for- 

mule suivante, dite formule d'Oughtred : 

V = ^(2R2 + R'^), 

qui donne un r^sultat trop fort. 

On emploie encore la formule suivante qui donne, avec 
la forme g^n^rale des tonneaux, les meilleurs r^sultats : 

V = ^ (2R2 + R'^ — ^ (R* - R'2)V 




EXERCICES 

N> B. — Les notations du texte sont conservees. 

1. — Dans un cone, on donne R = 3™, H = 2™, 25. Galculer 
les autres elements. 

Reponse, — A=3"»,75; 8= 35™«,343...; S'= 63'"<i.617...; 

V = 2l'"c,2058... 

2. — M6me question, connaissant R = 0™,60, A = 0™,75. 
Reponse.. — H = 0°^,45; S = l™i,4137... ; S' = 2»'q.5447...: 

V = 0"M69646... 
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3. — M6me question, connaissant A= 1™,25, H = 0"*,75. 
Reponse, — R = l°»; S= 3"»^,9270... ; S' = 7™<i,0686...; 

V = 0™% 785398... 

4. M6me question, connaissant R = 1™, S = 10™?. 

/?dp. — A = 3"»,183...; H = 3"^,021... ; S' = 13°>?.1416... ; 

V = 3°»M636... 

5. — M6me question, connaissant R= 1™, S' = \0^i 

Rep, — A = 2°»,183...; H = 1°^.940... ; S = 6'»<I,8584...; 
V=2™c,0316... 

6. — M6me question, connaissant R= 1°^, V= 1™®. 
/?epom<?. —H = 0=^,955...; A= 1°^,382...; 8=4™q,3417. .; 

S' = 7°»q,4832... 

7. — M6me question, connaissant H = 1™, S = 3™*?. 
/?c/?on5e. — R = 0=^,76...; A= 1=^,25...; S' = 4™9,81...; 
V=0™c,605... 

8. — Meme question, connaissant H= 1™, 8'= 1™?. 
Reponse, — R= 0°^,25...; A =1^,03...; S = 0'"9,805...- 

Vr=0"'c,065... 

9. — M6me question connaissant H= I™, V = 1™°. 
R4ponse. — R = 0°',98...; A=l"*,40...; 8= 4'nq,31... ; 

10. — M6me question, connaissant A= 1™, 8= 1™<I. 
Reponse, — R=0°»,32...; H=0°^,95...; S' =zim,Z2..,; 

V^O'^MO?... 

11. — M^me question, connaissant A= 1™, 8' = l'"<i. 
Reponse, — R = 0™,25...; H = 0°»,97...; S = 0™9,78...; 

V = 0'»c^063... 

12. — M6me question, connaissant S= 1^^, S' = 3™1. 
Reponse. — R = 0"^.80...; A = 0™.40...; H = 0°^,69...; 

Y_0inc^46... 

13. — Galculer les elements d'un cone, connaissant S' et V; 
discussion. 

Le probleme a deux solutions, a la condition que Ton ait 

S' > ^72tcV* ; sinon il n'en a pas. 

Application, S'= 10°^% V = l°>c. 

1" solution : R = 0°»,31...; H = 9'^,95...,- A=9°^,96...; 
8 = 9"^i,70... 

2® solution. — R=: 1^,22...; H = 0"^,64...; A = 1=1, 38... ; 
8=5™<i,27... 

14. — Un triangle rectangle tournant successivement autour 
des deux c6tes de son angle droit engendre des volumes me- 
sures par les nombres a et b. Quelles sont les dimensions de ce 
rectangle? 

15. — Un plan qui passe par le sommet d'un cone ne ren- 
contre pas CO cone, ou le coupe suivant une ou deux genera- 
trices, suivant que sa trace sur le plan de base ne rencontre 
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pas, ou rencontre en un ou deux points la circonf^rence do 
base ; et reciproquement. 

16. — Si un plan passant par le sommet d*un cone le ren- 
contre suivant une seule generatrice, il est dit tangent au cone. 
Un plan tangent a un cone est perpendiculaire au plan qui 
passe par Taxe et la generatrice de contact, et reciproquement. 

17. — Deux cones S et S' sont dits semblables si les deux 
triangles rectangles qui les engendrent sont semblables. On a 

R H A. ^, , 

alors --7 = --7 = -~r , et la valeur commune de ces rapports est 
R H A 

le rapport de similitude des deux c6nes. Demontrer que le rap- 
port des aires laterales ou lotales de deux c6nes semblables est 
egal au carre de leur rapport de similitude; et que le rapport 
des volumes de deux cones semblables est egal au cube du leur 
rapport de similiLude. 

18. — Si ou coupe un cone par un plan parallele a sa base, 
on determine un second c6ne semblable au premier. 

19. — Deux troucs de cone T et T sont semblables si les 
deux trapezes rectaugles qui les engendrent sont semblables. 

On a alors ;r- = .r-r- = 77- = --— , et la valeur commune de ces 

Ri ^i ^i Aj 
rapports est le rapport de similitude des deux troncs de cone. 
Demontrer les mSmes theoremes que dans I'exercice 17, 

20. Appelant secteur conique la portion de cone comprise 
entre deux demi-plans limites a I'axe, trouver la surface lal6- 
rale, la surface totale et le volume d'un secteur conique. 

21. — M6me question, pour un tronc de secteur conique. 

22. — Si on joint un point a tons les points d'une circonfe- 
rence, on forme un cone oblique a base circulaire. Le volume 
d'un tel c6ne est egal au tiers du produit de sa base par sa 
hauteur (c'est-a-dire la distance du point fixe ou sommet au 
plan de la circonf6rence). 

23. — Quel est le volume d*un tronc de c6ne oblique a base 
circulaire, les deux bases etant suppos^es paralleles, et par 
suite circulaires toutes deux? 

24. — Quel est le c6no dont la surface lat6rale se developpe 
suivant un demi-cercle? Montrer que sa section par un plan 
passant par I'axe est un triangle equilateral. Evaluer sa surface 
laterale, sa surface totale et son volume en fonction de son 
rayon de base ou de son c6t6. 

25. — Galculer la surface laterale et le volume d'un tronc de 
cone en le considerant directement comme la dilference de 
deux cones. 

26. — On appelle tronc de c6ne de seconde espece le solide 
obtenu en coupant la surface lat6rale d'un c6ne prolong^e 
au dela de son sommet par un plan parallele a la base. Eva- 
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luer les elements de ce soliile. |Soient U et R' les rayons des 
bases, A Tapolheme, H la hautear, S et S' les surfaces late- 
rale et totale, V le volume, a et a', h et h' les apothemes et les 
hauteurs des c6nes dont le tronc considere est la somme, on a : 

A« = H« + (R + RO«,S = irA ^^^ , 

S' = ^^^|7^(A+R+R'),V = ^(R«+R'^-RR'). 

_ AR ,__AR_ ^ _ HR ^,_ im -] 
^~R+R"^~R+R" '^"•R + R" R+rJ* 

27. — Partager la surface lalerale ou le volume d'un c6ne ou 
d'un tronc de cone en deux parties proportionnelles a deux 
nombres donnes par un plan parallele a la base. 

28. — Galculer les elements d'un cone, connaissant sa surface 
laterale, ou sa surface totale, ou son volume et sachant que 

A H R 

— = A, ou bien — = h\ ou bien — = m. 
K K M 

29. — Inscrire dans un cone donn6 un cylindre de volume 
donne. Discussion. 

30. — Girconscrire a un cylindre donn6 un cdne de volume 
donn6. Discussion. 

31. — Quel est le volume d'un tronc d*arbre de 5™ de hau- 
teur, les rayons des bases ayant 30°™ et 20®™? 

Rcponse. — 0™c,995... ; Iaformuleabr6geedonnerait0'"®,982... 

32. — Quelle est la capacite d'un tonneau qui a 75<^'" de lon- 
gueur, 34*^™ de rayon de bouge et 30°" de rayon de fond? 

Les diverses formules donnent 242^ 252^ 249^ 

33. — Quels sont les elements d'un tronc de cdne (de pre- 
miere ou de seconde espece) dans lequel on donne R, R', 8? 

34. — Mtoe question, connaissant R, R', S'. 

35. — M6me question, connaissant R, R', V. 

36. — M6me question, connaissant R, A, S. Discussion. 
Application. — Galculer R' et H avec 8= 10™«, A = 2™, 

R=: I™. — On trouve : 

1° Un tronc de premiere espece : R' = 0™,59...; H = 1™,96... 
2° Un tronc de seconde espece : pas de solution. 

37. — M6me question, connaissant R, A, 8'. 

38. — M6me question, connaissant R, H, V. 

39. — M6me question, connaissant R, S, 8'. 

40. — M6me question, connaissant A, H, 8. 

41. — Meme question, connaissant A, H, 8'. 

42. — M6me question, connaissant A, H, V. 
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43. — Mtoe question, connaissant A, S, S'. 

44. — M6me question, connaissant H, S, S'. 

45. — M6me question, connaissant H, S, V. 

46. — M6me question, connaissant H, S', V. 



§ 3. — La sphere. 

410. — Le lieu g^om^trique des points de Tespace qui 
sont h. une distance constante donn^e d*un point Dxe 
est une surface appel^e sphere {fig, 304). 

La longueur constante donn^e est le rayon; le point 

est le centre de la sphere. 

y' Sur chaque demi-droite OL, issue 

/^^ K)\ du point 0, il y a un point A et un 

^-'-'---/^A seul appartenant k la sphere : cette 

^r-'-Q -""|b remarque nous donne une id^e nette 

Y^^ — "^C"/ de la forme de la sphere qui est une 

X ^ \ ^ surface ferm6e. 

Fig. 304. Le segment OA, qui va du centre k 

un point quelconque A de la sphere, 

est un rayon ; tous les rayons de la sphere sont egaux, 

Un point est interieur ou ext^rieur h une sphere, sui- 

vant que sa distance au centre est inferieure ou sup^- 

rieure au rayon, et r^ciproquement. 

Le volume limits par la surface de la sphere s'appelle 
aussi sphere, 

• Deux spheres de meme rayon sont egales ; car, si on fait 

coincider leurs centres, elles coincideront n^cessairement. 

Une sphere ne cesse pas de coincider avec elle-m^me, 

si on la fait tourner d'une fagon quelconque autour de 

son centre. 

411. — La section d'une sphere par un plan passant 
par son centre est le lieu g^ometrique des points de ce 
plan ^quidistants du point : c'est done une circonf(^- 
rence BG, ayant m^me centre et meme rayon que la 
sphere ; cette circonf^rence est appelee un grand cercle 
de la sphere. Tous les grands cercles d*une sphere sont 
4gaux. 
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412. — Une corde d'une sphere est la droite limitee 
qui joint deux points de la sphere. La corde s'appelle 
diametre si elle passe par le centre. Tout diam^tre BG 
est la somme de deux rayons, et par suite tous les dia- 
metres sont 6gaux. 

Le diametre est la plus grande corde de la sphere 
(m^me demonstration qu'au n° 90). 

Consid6rons un grand cercle quelconque de la sphere, 
et soit BG un de ses diamMres. Si Ton fait tourner la 
demi-circonf6rence BMG autour de BG, il est clair, d'apr^s 
la definition, que la surface ainsi engendr^e coincide avec 
la sphere elle-meme ; car tous les points de cette demi- 
circonf^rence ne cessent pas, pendant le mouvement, 
d'etre kune distance du centre egale au rayon. 

On pent done regarder la sphere comme engendr^e par 
la revolution d'un demi-grand cercle quelconque autour 
d'un de ses diametres, 

413. — Deux points de la sphere, non diametralement 
opposes, determinent un grand cercle, puisque le plan de 
celui-ci doit contenir aussi le point 0. 

Les plans de deux grands cercles de la sphere se coupent 
suivant une droite qui passe par leur centre commun 
et qui par suite est un diamMre de chacun d'eux : on pent 
done dire encore que deux grands cercles de la sphere se 
coupent mutuellement en parties ^gales, 

414. — Tout grand cercle ABG d'une sphere divise 
la surface et le volume de cette sphere 

en deux parties egales [fig. 303). 

En effet, si Ton prend la partie 
ABGM de la sphere et qu'on la re- 
tourne de fagon k lui conserver tou- 
jours pour base le grand cercle ABG, 
tout point de cette partie vient coin- 
cider avec un point de la partie ABG\r, 
sans quoi la sphere ne serait pas le lieu geometrique des 
points equidistants d'un point fixe. Ges deux parties, qui 
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Fig. 306. 



reQoivenl le nom S! hemispheres^ sont done superpo- 
sables et ont par suite meme surface et m^me volume, 
c. q. f. d. 

415. — Soil une sphere et une droite AB ne passant 

pas par le centre [fig. 306). Les points 
communs k la sphere et h. cette 
droite, s'ils existent, sont dans le 
plan OAB, et par suite appartiennent 
au grand cercle d^termin^ par ce plan. 
Nous pouvots done dire (83) que : 

Une droite AB ne rencontre pas 
une sphere, la rencontre en un seul 
point ou en deux points, suivant que 
la distance du centre a cette droite est sup&rieure, 4gale 
ou inf&rieure au rayon; et rtciproquement. 

Si la droite rencontre la sphere en 
un seul point G [fig. 307), elle est dite 
tangentek la sphere; elle est perpen- 
diculaire au rayon OG qui aboutit 
au point de contact, et r^ciproque- 
ment. 

Si la droite rencontre la sphere en 
deux points G et D [fig. 308), elle 
est s4cante, et le milieu P de la 
corde CD est le pied de la distance du 
centre k cette corde. 

416. — On d^montrera exactement comme au n** 83, 

en se servant des propri6t6s des per- 
pendiculaires et obliques k un plan, 
que : 

Un plan P ne rencontre pas une 
sphere, la rencontre en un seul point 
ou suivant une courbe, selon que la 
distance du centime a ce plan est supd- 
rieure, eqale ou inferieure au rayon; 

Fig. 308. ^ X ' / 

** et reciproquement. 

417. — Quand le plan rencontre la sphere en un seul 
point A [fig. 309), il est dit tangent h la sphere; 11 est 




Fig. 307. 
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Fig. 309. 



perpendiculaire au rayon OA qui aboutit au point de 
contact, et r^ciproquement. 

Toute droite A men^e dans le plan P par le point A est 
tangente k la sphke; et, r6ciproque- 
ment, toute tangente k la sphere au 
point A est dans le plan P. 

La sphere est situ^e tout enti^re 
d*un mfime c6t6 de chacun de ses 
plans tangents. 

418. — Quand le plan rencontre la 
sphere suivant une courbe (fig, 310), 
cette courbe est une circonfirence, 
Soit, en effet, la perpendiculaire 
abaiss6e du centre sur le plan P, et soit M un point 
quelconque de I'intersection.-Les obliques telles que OM 
sont toutes ^gales comme rayons; 
par suite, leurs pieds M sont ^quidis- 
tants du pied de la perpendiculaire, 
de ^orte que intersection est une 
circonf^rence de centre A. 

Si leplan ne passe pas par le centre 
de la sphere, cette circonference s'ap- 
pelle un petit cercle de la sphere. II 
faut trois points de la sphere pour 
determiner un petit cercle, puisqu'il faut trois points pour 
determiner un plan. 

419. — Soit R le rayon de la sphere, r le rayon d'un 
petit cercle, d la distance du plan de ce petit cercle au 
centre de la sphfere ; le triangle rectangle 0AM fournit 
la relation 

r« + rf« = R«. 

Cette relation nous montre en particulier que deux 
petits cercles ^galement doignis du centre de la sphere 
sont egaux; et que le rayon d'un petit cercle diminue a 
mesure que son plan s'^loigne du centre de la sphere. 

420. — La perpendiculaire OA sur le plan d'un cercle 
quelconque de la sphere, coupe celle-ci en deux points 




Fig. 310. 
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P et P' qui sont dils les pdles de ce cercle {fig. 311). 

Les distances des points ^ dV a un 
point quelconque M du cercle considers 
sont constantes; car toutes les obliques 
telles que PM ou P'M sont ^quidislantes 
du pied A de la perpendiculaire PA 
ou P'A. Si nous appelons p et p' ces 
distances polaires constantes, on a dans 
le triangle PMP' rectangle comme inscrit 
dans le demi-grand cercle PMP' 

;)*=PP'XPA, jo'«=PP'xP'A 

ou en gardant les notations pr^c^dentes : 

/?2 = 2R(R — d), p'«=:2R(R + rf). 

Les arcs tels que PM ou P'M sont aussi constants, 
comme appartenant k des circonferences egales comme 
grands cercles, et ^tant sous-tendus par des cordes Egales. 
Quand le cercle consid6r6 devient un grand cercle, on a : 

p^=p'^=m\ 

et les arcs tels que PM et P'M sont tons ^gaux k un 
quadrant. 

421. — n est clair que les r^ciproques de proposition 
que nous venons de d^montrer sont toutes vraies. II en 
resulte que Ton pent ais^ment tracer sur une sphere solide 
un cercle ayant un p61e donn6 et une distance polaire 
donnee : il suffit de se servir, comme d'un compas ordi- 
naire, d'un compas k branches courbes ou compas 
spherique, afln de ne pas ^tre g6n6 par la forme de la 
sphere. 

Le cercle trac^ sera un grand cercle si la distance po- 
laire employee est RV^S, c'est-^-dire le c6t6 du carr6 
inscrit dans un grand cercle. Pour avoir cette distance, 
il faut connaitre le rayon R de la sphere, de sorte que 
nous sommes amenes k r^soudre le probl^me suivant. 
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Probleme 
422. — Trouver le rayon d'une sphere solide 

(ng^ 312). 

D'un point P de la surface avec une ouverlure de 
compas arbitraire p comme distance polaire, decrivons 
un cercle sur la sphere. Marquons trois points A, B, G 
sur ce cercle et mesurons leurs distances k Taide du 
compas sph^rique. 
Nous pouvons alors 
construire sur une 
feuille de papier un 
triangle A'B'C 6gal 
au triangle ABC ; 
soit 0' le centre du 
cercle circonscrit k 
ce triangle ; O'A' est 
le rayon r du cercle 
ABC d^crit sur la 
sphere. Par 0' menons une perpendiculaire k O'Pi! sur 
laquelle nous prenons un point P' tel que A'P'=:jo; 
enfin, menons par A' une perpendiculaire i, A'P' qui ren- 
contre O'P' en P'l ; la droite PT'j est le diam^tre de la 
sphere cherch6e, car nous avons construit sur la feuille 
de papier le triangle rectangle PAP^ de I'espace, Pj 6tant 
le second pole du cercle d6crit ABC. 





Fig. 312. 



th^obj^me vn 

423. — Par quatre points A, B, G, D non situ^s 
dans un m6me plan, on pent faire passer une sphere 
et une seule [fig, 313). 

Les plans men^s perpendiculairement sur les trois 
droites AB, AC, AD en leurs milieux se coupent en un 
point unique d'apr^s I'^nonc^, et ce point est Equidis- 
tant des quatre points A, B, C, D : car on voit imm^dia- 
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tement que le lieu des points ^quidislants de deux points 
fixes est le plan perpendiculaire k la droite qui joint ces 

deux points en son milieu. D'apr^s cette 
f mSme propri6t6, il ne pent pas y avoir 
d'autre point Equidistant des quatre 
points A, B, G, D; ce qui d6montre 
completement le th^or^me. 

Remarque. — II r^sulle de la de- 
monstration pr^cEdente que les plans 
men^s perpendiculairement aux six 
aretes du t6tra^dre ABCD en leurs mi- 
lieux se coupent au point 0. 




Fig. 313. 



th^or^me vni 

424. — Si deux spheres O et O' ont un point com- 
mun A en dehors de la ligne des centres OO', elles 
ont en commun une circonf6rence dont le plan est 
perpendiculaire k OO', et dont le centre est par 
suite sur OO'. 

Si deux spheres ont un point commun A sur la 
ligne des centres, elles sont tangentes en ce point et 
n'ont pas d'autre point commun. 

Envisageons d'abord le premier cas {fig. 314) et cou- 
pons les spheres par le plan AOA'. En faisant tourner les 
demi-circonferences BAG, B'AG' autour de 00', on en- 

gendre les deux spheres : celles- 
ci ont done en commun la ligne 
engendr^e pendant ce mouve- 
ment par le point A, c'est-k- 
dire une circonfErence plac^e 
comme I'indique Tenoned. 

La seconde partie du th^o- 
r^me se demontre d'une fagon 
analogue. 

425. — Les r^ciproques des propositions pr6c6dentes 
sont vraies. 

On d^montrera de la m^me fagon des propositions tout 




Fig. 314. 
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k fait semblables k celles des n" 104 et 105 sur les rela- 
tions qui ont lieu entre la distance des centres et les 
rayons de deux spheres suivant leur position relative. 

426. — Soit une sphere et un point ext6rieur S 
[fig, 315). Un plan quelconque nien6 par la droite OS 
coupe la sphere suivant un grand cercle G; menons une 
tangenle SA k ce grand cercle, et soit B la projection du 
point de contact A sur OS. Faisons tourner la figure 
autour de OS ; le demi-grand 
cercle G'AC engendre la 
sphere, et le triangle rectan- 
gle SAB engendre un c5ne Cl 
dont toutes les generatrices 
sont comme SA tangentes k 
la sphere, puisque SA est 
perpendiculaire au rayon OA. 
Le cone est dit circonscrit k la sphere, et la ligne de con- 
tact est la circonference de base du c6ne, c'est-k-dire le 
petit cercle engendre pendant le mouvement par le point A 
et qui a son centre au point B. Geci nous montre encore 
que toutes les tangentes menses a une sphere par un point 
exterieur S sont eg a les. 

On voit aussi que les plans tangents a la sphere, men6s 

par le point exterieur S, sont les 
plans passant par une gen^ratrice 






Fig. 310. 



Fig. 317. 




quelconque SA du c6ne circonscrit perpendiculairement 
au plan SOA : car un tel plan est perpendiculaire au 
rayon OA qui aboutit au point de contact. 
427. — Nous dirons encore qu'un cone ou Un cylindre 
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est circonscrit k la sphere, lorsque Taxe du cone ou du 
cylindre comcidant avec un diam^lre de la sphere, les 
sections de ces corps par un plan passai^t par ce diam^tre 
presenteront les dispositions indiqu^es par les figures 316, 
317, 318. 

Dans le cas de la premiere et de la troisi^me figure, la 
sphere est dite inscrite au c6ne SAB ou au cylindre 
ABA'B'. Dans le cas de la seconde figure, la sphere est 
dite exinscrite au c6ne SAB. 

EXERCICES ♦ 

1 . — Quel est le lieu geom^trique des points qui sont a des 
distances donn^es de deux points donnas? 

2. Quels sont les points qui sont a des distances denudes de 
trois points donnes? 

3. Si*trois spheres se coupent deux a deux, elles ont deux 
points communs situes symetriquement par rapport au plan des 
centres. 

4. — Mener un plan tangent a une sphere parallelement a 
une droite donnee, ou a un plan donn6. 

5. — Mener un plan tangent a une sphere par une droite 
donnee. 

6. — Galculer le rayon d'une sphere, connaissant les rayons 
de deux sections paralleles et la distance de ces sections. 

7. Un cone est circonscrit a une sphere, ainsi que I'indique 
la figure 315. — Quelles relations ont lieu entre le rayon f* de 
la sphere et le rayon de base R, Tapotheme A, et la hauteur H 
du cone? 

lUponse, — rH = AR, A« = R« + H«. 

8. — M6me question, en supposant la sphere inscrite au 
cone, comme I'indique la figure 316. 

HR 
Reponse. — r = -r— t-b , A* = R* + HV 

9. — M6me question, en supposant la sphere exinscrite au 
cone, comme I'indique la figure 317. 

HR 
mponse. — r = -r— ^, A« = R« + H«. 

A — K 

10. — Mtoe question, pour une sphere de rayon r inscrite 
dans un cylindre de rayon de base R et de hauteur H. 

Riponse, — r = R = — • 
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11. — M6me question, pour une sphere de rayon r inscrite 
dans un Ironc de cone dont les rayons de base sont R et R', la 
hauteur H, et Tapotheme A (fig, 319). 

R^onse. — H=*2r, A = R + R', 
r»=RR'. 

12. — Quel est le lieu g6ometrique des 
points de I'espace dont le rapport des dis- 
tances a deux points fixes est constant? 

13. — Quel est le lieu g^ometrique des 
points de i'espace dont la somme ou la dif- *" p. g^g 
ference des carres des distances a deux 

points fixes est constante? 

N, B,^ — Plus g6n6ralement, on pourra chercher a etendre 
a I'espace, et en particulier a la sphere, les differentes ques- 
tions traitees dans le texte ou proposees comme exercices en 
g^om^trie plane et particulierement celles qui sont relatives au 
cercle. 



§ 4. — li^aire et le volume der la sphere. 

Th^oreme IX 

428. — La surface engendr^e par une droite AB 
qui tourne autour d'un axe XT qu'elle ne traverse 
pas a pour mesure le produit de la projection A'B' 
de cette droite sur XT par la circonf^rence qui a 
pour rayon la perpendiculaire MO 61ev6e sur AB en 
son milieu M et limit^e k son point de rencontre O 
avec XT. 

Le lh6or^me est Evident si AB est parallMe k XY ; car 
alors la surface engendr6e par AB est celle d'un cylindre 
dont la hauteur est A'B' et le rayon de base MO {fig, 320). 

B 
MB ^^ 



XA 6 B^ ^ A' M'O 

Fig. 320. Fig. 321. 

Si AB n'est pas parallfele h, XY, la surface qu'elle 
engendre est suivant le cas celle d'un c6ne [fig, 321) ou 
celle d'un tronc de c6ne {fig, 322). 
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Dans tous les cas, elle est mesur^e (402) par I'expres- 
sion 2itABxMM', en appelant M' la projection de M 
sur XY. 

Dans le cas de la figure 321, les triangles ABB' et 
MOM' sont semblables comme ayant les c6t^s respective- 
ment perpendiculaires et donnent 

AR A'B' 

m^m' 0UABXMM' = A'B'X0M. 

La valeur de la surface consid^r6e peut done s'6crire 

27C X OM X A'B', ce qui d^montre 
^^ le th^or^me, puisque 2:rX OM est 

, ^>^-<^''^ 1 la longueur de la circonference de 

i'""! Y" ] rayon OM. 

^ A* T^'o B' ^ Dans le cas de la figure 322, 
Fig. 322. menons AG parallMe k XY qui ren- 

contre BB' en C. Les triangles ABC, 
MOM', sont semblables et donnent 

AB AG 



OM MM' 

Gomme AG = A'B', on en dMuit comme plus haut 
ABxMM' = A'B'xOM, et la demonstration s'ach^ve 
comme dans le cas precedent. 

Thi^oreme X 

429. — L'aire engendr^e par une ligne bris^e r6- 
guli^re ABGD qui tourne autour d'un axe XY qu'elle 
ne traverse pas, et qui passe par son centre O, a 
pour mesure le produit de la projection A'D' de cette 
ligne sur XT par la circonference inscrite dans 
cette ligne (/^. 323). 

L'aire.consideree S est la somme des aires engendr^es 
par les differ en ts c6t6s AB, BG, GD de la ligne brisee. Si 
done A', B', G', D' sont les projections des sommets 
A, B, G, D sur XY, et si E, F, G sont les milieux des 
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c6t^s AB, BG, CD, on aura, d'aprfes le th^orfeme pr^c^- 
denl, et puisque la ligne donn6e est r^guli^re : 

S = 2TrOE X A'B' + SttOF X B'C + SirOG X CD'. 

Mais OE = OF = OG = r, en appelant r le rayon de 
la circonference inscrile ^ la ^ 

ligne bris6e ; on a done : ^ --t-^F 

S = 27cr(A'B' + B'C + CD'), 
ou 

S = Sicr X A'D'. "^" A- "FO — ~C" 

Mais 27rr est la longueur de *^* 

la circonference inscrite; le th6orfeme est done d6- 
montr6. 

430. — Soit une sphere engendr6e par la rotation du 
demi-cercle ACB autour de son dia- 
m^tre AB [fig, 324). La portion de 
la surface de la sphfere engendr^e 
par un arc CD de cette demi-circonf6- 
rence est une zone; cette zone est 
limit6e par deux cercles de la sphere 
dont les plans sont parallMes, et qui 
sont les bases de la zone. 

La projection CD' de Tare CD sur le diam^tre AB est 
la hauteur de la zone. 

Les arcs tels que AC et BD engendrent aussi des zones, 
c\ une seule base, qui regoivent aussi le nom parliculier 
de calottes spMrigues. 

La sphere tout entifere est elle-m^me une zone qui a 
pour hauteur le diamMre AB. 




c D' 
Fig. 324. 



ThiSoreme XI 

431. — li'aire d^une zone sph^rique a pour mesure 
le produit de sa hauteur par la circonference d'un 
grand cercle de la sphere. 

Soit la zone engendr^e par Tare CD [fig. 325). Inscri- 
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vons dans cet arc une ligne bris^e r^guli^re GEFD, et 
construisons aussi la ligne bris6e circonscrite correspon- 
danle (231) CGHRD. Si Ton fait tourner la figure autour 
Q g de AB, la ligne GEFD engendre 

T'^^^ une surface s qui a pour valeur, 

^'^^ d'apr^s le theor^me pr^c^dent, 
||P 2Tra X CD' en appelant a Tapo- 

jl\ Ihtoe de celle ligne ; de m6me, 

A c' G'^ 6 WB la ligne GGHKD engendre une 

^^* " ' surface S qu'il est facile d'^va- 

luer ; G' et K' 6tant les projections de G et R sur AB, 
et la ligne GHK 6tant r^guli^re, et ayant pour apoth^me 
le rayon R de la sphere, on aura : 

S = SttR X G'K' + surf. GG + surf. RD. 

Enfin, si Z est I'aire de la zone consider^e, on a 6vi- 
demment : 

s < Z < S. 

Gela pos6, doublons ind^flniment le nombre des c6t6s 
des lignes bris^es consid6r6es : a aura pour limile R; 
G'R' aura pour limite G'D' et les surfaces engendrees 
par GG et RD tendront vers z^ro, puisque les c5t6s GG 
et RD tendent eux-mtoes vers z^ro sans s'^loigner ind^- 
finiment ; par suite s et S auront une limite commune 
qui sera SirRxG'D'. Gomme Z est constamment com- 
prise entre deux valeurs correspondantes de s et de S, 
elle a pour valeur la limite commune de ces quantites, 
c'est-^-dire SttRxG'D', c. q. f. d. 

432. — Si Ton appelle h la hauteur d'une zone apparte- 
nant \ une sphere de rayon R, et Z son aire, on a done 
la formule : 

Z = 2icRA. 

On voit que dans une m6me sphere deux zones de 
m^me hauteur sont 6quivalentes. 
Dans une calotte sph6rique engendr^e par un arc AG 
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{fig. 324), on a, comme 1' on sail, AG* = AC X AB = 2R^, 
et par suite, on peut ecrire : 

Z = tuAG". 

Uaire d'une calotte spherique est done 6gale a Vaire 
d'un cercle qui aurait pour rayon la corde de I' arc gen^- 
rateur. 

Th^oreme XII ^ 

433. — li'aire S d'une sphere est 6gale k quatre 
fois I'aire d'un grand cercle. 

U suffit, dans la formule pr^cedente, de faire A=2R, 
puisqu'une sphfere est une zone de hauteur 2R. On ob- 
tient ainsi : 

S = 27cRx2R=47rR2, 

ce qui demontre le th^or^me, puisqu'un grand cercle a 
pour surface tcR^. 

On peut encore toire S = 7tD' en appelant D le dia- 
mfetre de la sphere. 

Corollaire. — L'aire d'une sphfere est proportion- 
nelle au carr6 de son rayon. 

Si G est la circonterence d'un grand cercle, on peut 
ecrire G= 2'7cR, et par suite : 

Exemple, — Galculer la surface de la terre. 

On a : 0=40000000°^, et par suite S=509295818K«<i. 

Th6ore:me Xlll 

434. — Le volume V engendre par un triangle 
ABC tournant autour d'un de ses c6t6s BG est 6gal 
au tiers de la surface S d^crite par Fun des deux 
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autres c6t6s, AB par exemple, multipli^e par la 
hauteur GH correspondante {fig, 326). 

Suivant les cas, le volume V est la somme ou la diffe- 
rence des volumes des deux c6nes engendr^s par les 
triangles ABR, AGK, en appelant K la projection de A 




K c 




Fig. 326. 



sur BG. Ges c6nes ont respectivement pour volumes : 
«7rAR*xBR et ^ tcAR'xCR ; comme, suivant le cas, on 
a BR + GR = BG, ou BR - GR = BG, on a toujours : 

v=|ar'xbg. 

Mais ARxBG = ABxGH, car chacun des deux 
membres de cette ^galit^ repr6sente le double de la sur- 
face du triangle ABG ; on pent done ^crire : 



V = g7rARxABxGR. 

Mais rARxAB est I'aire S d^crite parle c6t6 AB, 
puisque cette aire est la surface lat6rale du c6ne ABR; 
on a done : 



V = 3SXGH, 



c. q. f. d. 



THfiORiiME XrV 



435. — Le volume V engendr6 par un triangle 
ABG tournant autour d'un axe XT qui passe par un 
de ses sommets A et qui ne le traverse pas, est 6gal 
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au tiers de la surface S d6crite par le c6t6 BG op- 
pose au sommet A, multipli^e par la hauteur AH 
correspondante {fig. 327). 

Si BC coupe XY en D, on a ^videmment : 

V=vol.ABD — vol.AGD; 

mais, d*apr^sle tWorfeme pr6c6dent, on a : 



Vol. ABD = ^ AH X surf. BD, 

Vol. AGD = I AH X surf. CD. 
Done 




V = 3 AH (surf. BD — surf. CD), 



Fig. 327. 



pt comme surf. BD — surf. CD = surf. BG = S, on a ; 



V = 3SXAH, c. q. f. d. 

Si BG est parallMe k XY {fig, 328), soient B' et C les 
projections de B et C sur XY ; on a, suivant les cas : 

V == vol. BGB'G' — vol. BAB' zp vol. CAG'. 
D'ailleurs, le premier des volumes qui figurent au 




B 


C H 


/ 

1 


X B' 


C AY 



rl 



Fig. 338. 

second membre est celui d*un cylindre ; les deux autres 
sont les volumes de deux c6nes, et Ton a par suite : 

Vol. BAB' = I TcAii' X BH, 
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VoLCAG' = |7rAH'xCH, 

Vol.BCB'C' = TrAH'xBG, 

et comme, suivanl les cas, on a : 

BG = BHdzGH, 
on a loujours : 

V = tuAH' XBG — 5 icAH' X BC, 

= ^7cA1PxBG. 

Mais ici, S est la surface lat6rale d'un cylindre et a 
pour valeur StuAHxBG ; done il vient ; 

1 
V = ^SxAH, c.q. f. d. 

Th^oreme XV 

436. — Le volume V engendr^ par un secteur 
polygonal r^gulier OABGD qui tourne autour d'un 
axe XY qui ne le traverse pas et qui passe par son 
centre O, a pour mesure le tiers du produit de la 
surface S d^crite par la ligne bris6e qui lui sert de 
base, multipli^e par Tapoth^me a de cette ligne bri- 
s^eifig, 329). 

On a ^videmment : 

V = vol. AOB + vol. BOG + vol. GOD. 

E^Xl r Vol. AOB = |oExsurf.AB, 

Vol. BOG = |oFxsurf.BG, 

^ i 

Vol. GOD = g OG X surf. GD. 
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V = - a(surf. AB+surf, BG+surf. CD) = g aS, c. q. f. d. 

437. — Soit une sphere engendr6e par la rotation 
du demi-cercle AGB aulour de son diam^lre AB [fig, 330), 
et un secteur circulaire COD appartenant k ce demi- 
cercle. Le volume engendr6 par ce secteur circulaire 
tournant autour de AB est un secteur 
spMrique appartenant k la sphere 0. 
II est limits d*une part par la zone 
d6crite par Fare CD et d'autre part par 
les surfaces lat^rales des c5nes engen- 
dr^s par les triangles GOG', DOD', C' 
et D' d^signant les projections de G et D sur AB; la 
zone engendr6e par Tare CD est la base du secteur sph^- 
rique. 

Si C et D viennent en A et B, le secteur sph^rique cor- 
respondant devicntla sphere tout entifere. 




D'B 



Fig. 330. 



Th^oreme XVI 



438. — Le volume d'un secteur sph^rique a pour 
mesure le tiers du produit de Paire de la zone qui 
lui sert de base par le rayon de la sphere. 

Soit le secteur sph^rique engendr6 par la rotation du 
secteur circulaire GOD autour du 
diamMre AB [fig, 331). Inscri- 
vons dans Tare CD une ligne 
bris^e r^guli^re GEFD, et con- 
struisons aussi la ligne bri- 
s^e circonscrite correspondante 
GGHRD. Si Ton fait tourner la 
figure autour de AB, la ligne 
GEFD engendre une aire 5, et le 
secteur polygonal r^gulier OCEFD engendre un volume u 




D'B 
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qui a pour mesure, d'apr^s le th^or^me pr^cMcnt, 

1 

^aXSy en appelant a Tapolbfeme de la ligne CEFD. De 

m^me, la ligne GGHRD engendre une aire S, et le secleur 
polygonal circonscrit OCGHRD correspondant au secleur 
polygonal regulier inscrit OGEFD (253) engendre un 
volume U auquel on pent 6videmment appliquer le theo- 

1 

rfeme pr^c^dent, et qui a par suite pour mesure ^ R X S, 

R, le rayon de la sphfere, 6tant I'apoth^me de la ligne 
GGHRD. 

Enfm, si V estle volume du secleur sph^rique consi- 
d6r6, on a 6videmment : 

w < V < U. 

Cela pos6, doublons ind^finiment le nombre des c6t6s 
des lignes bris6es consid6r6es : a aura pour limile R, 
s et S auront pour limite I'aire Z de la zone engendr^e 
par Tare GD (431) et par suile w et U auront une limile 

1 
commune qui sera ^RXZ. Gomme V est constamment 

compris enlre deux valeurs correspondantes de u et de U, 

V a pour valeur la limile commune de ces quanlil^s, c'est- 

1 
^-dire ^RxZ, c. q. f. d. 

439. — Si A est la hauteur G'D' de la zone engendr^e 
par Fare GD, on a : 



Z = 27:RxA, 



et par suile : 



V = |7rR«A. 



On voit que, dans une mfime sphere, deux secteurs 
donl les bases ont des hauleurs 6gales sont 6quivalenls. 
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Th^obeme XVII 

440. — Le volume V d^une sphere a pour mesure 
le tiers du produit de sa surface S par son rayon R. 

n suffit de supposer dans le Ih^or^me pr^c^denl que le 
secteur GOD devient le demi-cercle AOB; Z devient 
alors S, et on a : * 

V = gRxS, c. q. f. d. 

441. — Gomme : 

S = 47cRV 
on a : 

V = |7rR»; 

done : le volume d'une sphere est proportionnel au cube 
de son rayon. 
Si D est le diamftlre de la sphere, on peut encore ^crire : 

D 

Soil G la circonKrence d'un grand cercle de la sphere; 
on a : 

„_G ._G» v_C» 
^-2^' ^-7' ^-6^- 

Connaissant S, on aura : 
Connaissant V, on aura : 

Excmple, — Calculer le volume de la lerre. 

17. 
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On a : = 40000^°^; d'oti : 

64000000000000^"'° 
V = ^, = 1 081 000000000^"** 

k un milliard de kilometres cubes pr^s. 



. Th^oreme XVIII 

442. — Le volume V engendr^ par nn segment de 
cercle GMD, tournant autour d^un diam^tre AOB 
qui ne le traverse pas, est 6gal au sixi^me du volume 
d'un cylindre qui aurait pour rayon de base la 

corde CD du segment et pour 
M,.j---^?j5 hauteur la projection C'D' de 

>v cette corde sur AB {fig, 332). 

\ V est la difference des volumes 

^' "^nD" B engendr^s par le secteur circulaire 

Fig. 332. COD et le triangle GOD tournant 

autour de AB. Si done OH est per- 
pendiculaire sur CD, on a d'apr^s les th6orfemes pr6c6- 
dents : 

V = 1 7cR« X CD' - I ttG'D' X oh', 

en appelant R le rayon de la sphfere, et remarquant que 
la surface engendr^e par CD est 27:G'D'x OH. 
Done: 

V = 1 7rC'D'(R^ _ OH') = I 'kO'D' X CH'. 

CD 
Gomme CH = -Tr, il vient : 

2 



V=^7rC'D'xGD*, c.q. f. d. 



6 

Remarque. — Le volume considere dans r^nonc6 
revolt quelquefois le nom d'anneau sph^rique. 



I 
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443. — On appelle segment spMrique la portion de 
sphere comprise entre deux plans parall^es, dont Tun 
pent 6tre tangent k la sphere. 

Les bases du segment sont les sections de la sphere 
par les deux plans qui limitent le segment ; la hauteur 
est la distance de ces deux plans. 

Si Tun de ces plans est tangent k la sphere, le segment 
a une seule base, et est limits par une calotte sph^rique. 

Tfl^OREME.XIX 

Le volume d^nn segment sph^rique est 6gal au 
volume d'une sphere ayant pour diam^tre la hau- 
teur du segment, augments de la demi-somme des 
volumes de deux cylindres ayant mdme hauteur que 
le segment, et pour bases respectives les deux bases 
du segment. 

Soit {fig, 333) le segment ABA'B' de la sphere 0, C 
et C les centres des deux bases, de 
sorte que GC est la hauteur du seg- 
ment. 

Le volume V du segment est la 
somme des volumes de Tanneau 
sph^rique AMA'BNB' et du tronc de 
c6ne AA'BB'. On a done, d'apr^s le . 

theor^me pr^c6dent : ^^* 

V = I ttAA'* X GC + 1 7rGG'(AC*+ A^+ AG X A'G'). 

Le triangle rectangle AA'H donne d'ailleurs : 

aF= GG'' + (AG — A'G')S 

= GG'' + AG' + A^' — 2 AG X A'C'. 
Done, il vient : 

V = i ttOG'' + ^ TiGC' (3 AG' + 3 A^') 
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formule qui v^rifie Tenoned. 
Si le segment spherique est k une seule base [fig, 334) > 
C on a : 

V = i 7rA» + 1 ttAAG' 
6 2 



en appelant h sa hauteur GG. 

Mais on a AG*=A(2R— A) dans le 
triangle rectangle G'AG", en appelant 
R le rayon de la sphere, et par suite : 




Fig. 334. 



v= 



=.A'(r-|) 



EXERCICES 

1. — Galculer le rayon d'une sphere qui a 1™^ de surface. 
mpome. — 0°^.28. 

2. — Galculer le rayon et la surface d'une sphere qui a 1°"^ 
de volume. 

mponse. — R = 0°^,620...; S = 4"^,83... 

3. — Quel est le volume engendre par un parallelogramme 
tournant autour d*un de ses cotes? 

4. — Le volume engendr6 par un triangle tournant autour 
d'un axe qui ne le traverse pas est 6gal au produit de sa sur- 
face par la circonference qui aurait pour rayon la distance a 
I'axe du point de rencontre de ses medianes. 

5. — L'aire engendr6e par le p6rimetre d'un polygene regu- 
lier tournant autour d'un axe qui ne le traverse pas est egale a 
ce perimctre raultiplid par la circonference qui aurait pour 
rayon la distance a I'axe du centre de ce polygene. 

6. — Lo volume engendr6 par un polygene regulier tournant 
autour d'un axe qui ne le traverse pas est egal a sa surface 
multipUee par la circonference qui aurait pour rayon la distance 
a I'axe du centre de ce polygene. Application au cas ou le poly- 
gone tourne autour d'un de ses coles ou autour de la tangente 
ea I'un de ses sommets au cercle circonscrit. — Evaluer le vo- 
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lume considere en fonction dii rayon* de ce cercle pour les poly- 
gon es regiiliers etiidies. 

7. — Le raydh dii soleil est 108.jfois plus grand que celui 
de la terre. Quel est le rapport du volume du soleil a celui de 
la terre ? ' * . , 

Repome, — 1277289,125. 

8. — Un fuseau est la portion de surface spherique comprise 
entre deux demi-grands cercles. Montrer que deux fuseaux 
sont proportionnels a leurs angles, et que, par suite I'aire d'un 

fuseau de n degr^s es't » 

90 

9. — Un onglet est la portion de sphere comprise entre deux 
demi-plans limit^s a un m^me diametre. Montrer que deux 
onglets sont proportionnels a leurs angles, et que par suite, le 

volume d'un onglet de n degres est -^p^* 

10. — Quelle est la surface totale d'un secteur spherique? 

11. — Galculer I'aire de la zone torride, sachant que les tro- 
piques sont a une distance de 23°30' de I'^quateur. 

12. — Soit une sphere de rayon R, un c6ne et un cylindre 
de hauteur R et de rayon de base R; quel est le rapport des 
volumes de ces trois corps? 

13. — Quel est le rapport des surfaces totales des volumes 
d'une sphere et du cone equilateral (c'est-a-dire engendre par 
la moiti6 d'un triangle Equilateral tournant autour de la hau- 
teur) circonscrit? 

14. — Quels sont les rapports des surfaces totales ou des 
volumes d'une sphere, du cylindre circonscrit et du c6ne Equi- 
lateral circonscrit? 

15. — Inscrire dans une sphere un cone dont I'aire latErale 
soit egale a celle de la calotte sphErique qui a pour base la base 
du cone. 

16. — Quelle est la surface et quel est le volume d'une chau- 
diere cylindrique terminEe par deux hemispheres. 

17.' — Quel est le volume d'un segment spherique apparte- 
nant a une sphere de rayon R et limite par deux plans dont les 
distances au centre sont d et d\ 

18. — Resoudre un triangle, connaissant les volumes qu'il 
engendre en tournant successivement autour de ses trois cotes. 

19. — Gouper une sphere par un plan tel que I'aire de la 
section soit dans un rapport donne avec la difference des aires 
des deux calottes spheriques determinees par le plan. 

20. — Inscrire dans une sphere un cylindre dont I'aire late- 
rale ou totale soit a I'aire de la sphere dans un rapport donne. 
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APPLICATION DE LA G^OM^TRIE 
SUR LE TERRAIN 



§ 4«'. — Arpentage. 

444. — Arpenter un terrain^ c'est en mesurer la sur- 
face. Nous supposerons d*abord le terrain h. arpenter 
horizontal^ c'esL-k-dire situ6 dans un meme plan perpen- 
diculaire i la direction du fil i plomb. 



Problems I 

445. — Mener une droite sur le terrain. 

On trace une droite sur le terrain en marquant, k Taide 
de jalonsy un certain nombre de points k celte droite. 

Un jalon est une tige de bois d'environ l^'jSO de lon- 
gueur, termin^e, d une part, par une pointe destin^e k 
6tre enfonc^e dans le sol, de Tautre par un voyant ou 
plaque carr^e en bois, destine k servir de mire. 

Les jalons doivent etre plant6s verticalement k des dis- 
tances telles les unes des autres que Ton puisse, sans 
craindre de deviation, aller en ligne droite de Tun k 
Tautre. 

La ligne droite k determiner ou Valignement a tracer 
est toujours determin^e par deux points donnas ou Ton 
plante des jalons. Pour planter les autres, on s'appuiera 
sur le principe suivanl : Trois jalons A, B, C sont en 
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ligne droitey si, se placant a quelques pas derriere le 




Fig. 335. 



jalon A de fagon a ce que ce jalon cache le jalon B, 
il cache aussi le jalon G {fig. 335). 



ProblIime n 



446. — Mesurer nne droite. 



On se serL de la chaine d'arpenteur; cette chaine est 
longue de dix metres, et se compose de cinquante chal- 
noiis en fer relies entre eux par des anneaux ; elle est 
termin^e par deux poign6es comprises dans la longueur 
de la chaine. La chaine est accompagnee de dix fiches en 
fer, longues de 0"',40 environ, et lermin^es en pointe. 

Pour mesurer une longueur AB [fig. 336), on op^re de 
la faQon suivante : 



c 



D 
Fig. 336. 



fi 



L'arpenteur place en A une poign^e de la chaine et I'y 
maintient. Son aide marche suivant la ligne AB, tend la 
chaine eL plante une flche k son extr6mit6 G. 

L'arpenteur et son aide s'avancent suivant AB; en G, 
l'arpenteur passe la poign^e dans la flche ; I'aide tend la 
chaine et plante une flche k son extremity D. 

L'arpenteur prend la flche G et continue k s'avancer 
suivant AB en m^me temps que son aide; ils arrivent 
en D et E oti ils opferent (iomme plus haut en G et D. 
Quand l'arpenteur est en E, I'aide est arrive en B, extr6- 
mit6 de la ligne k mesurer; il tend la chaine; I'arpen- 
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leur prend la licLe E et lvalue la portion de clialne EB, 
soil 4", 73. 

L'nrpenleur ayant Irois flches h la main a parcouru 
Irois fois dix mfelres de A en E, c'esl-^-dlre 30 mfelres; la 
longueur lolale AB est done ^4", 73. 



e perpeadiculaire & 



Celte operation se fail k I'aide de Y^guerre d'arpenteur. 

Cet inslrument esl une boite en laiton oclogonale, vissSe 

k I'exlr^mit^ d'un baion de l^iSO envi- 

_■"■ ron, qui peut s'enfoncer verlicalement 

dans le sol (fig. 337). 

Les faces de I'^querre sonl perches 
chacune d'une fenSlre ou pinnule ira- 
¥ers6e verticalement par un fil fin, et la 
ligne de vis^e dfilermin^e par les lils de 
deux fengtres paraJlfeles esl perpendicu- 
laire k la ligne de visfe d^lerminSe par 
les fils de deux fenfitres perpendiculaires 
aux premieres. 
Proposons-nous d'abord de mener 

f— une perpendiculaire k une dpoile AB pap 

un point G de celle droite. On placera 
r^querre en ce point et on mellra Tune 
des lignes de visSe dans la direction de 
Fig. 337. la droite; la ligne de.visSe perpendicu- 

laire ct celle-lS, d^terminera la perpen- 
diculaire cherchi^e : il sufftra de planter un jalon dans 
cette direction. 

S'il s'agil de mener une perpendiculaire k une droite 
par un point exterieur, on d^lerminera k peu prfes le pied 
de cette perpendiculaire k la simple vue, ct par Idtonne- 
ments successifs, qu'abrtge rhaJjitude, on chercliera la 
position exacte du point de la droite, tel que la perpendi- 
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culaire qu on peut lui mener en ce point aille passer par 
le point donn6. 

448. — Poup mesurer la surface S d'un terrain qui a la 
forme d*un triangle, on en mesurera la base B et la hau- 
teur H d^termin^e k I'aide de I'equerre; on aura alors : 

On peut aussi mesurer les trois c6t^s a, b, c; el po- 
sant a-f-^-|-c = 2/?, on aura : 



S = /p(p — a)(p-6)(p-.c). 

Pour mesurer la surface S d*un terrain qui a la forme 
d'un quadrilal^re, on le d^composera en deux triangles 
par une diagonale et on mesurera ces deux triangles 
comme nous venons de le voir. Le proc6d6 le plus simple 
consistera k prendre la diagonale pour base commune des 
deux triangles, k mesurer cette diagonale B, et les dis- 
tances H et H' S, cette diagonale des deux autres sommets 
du quadrilatfere, ce qui donne : 

B(H+H') 
2 

Pour mesurer la surface S d'un terrain qui a la forme 
d'un polygone quelconque, on op^rera comme nous I'avons 
dit aux n"** 247 et 248 : toutes les ope- 
rations indiqu^es sont facilement r^ali- 
sables, quelle que soit la m^thode em- 
ployee. 

449. — Pour mesurer la surface d'un 
terrain limil6 par une courbe quelconque G 
{fig. 338), on transformera Taire enve- 
lopp6e par cette courbe en un polygone 
Equivalent, k simple vue : on obtien- Fig. 338. 
dra ainsi, en g6n6ral, une approxima- 
tion sufflsante. On pourra ainsi inscrire ou circonscrire 
k la courbe C un polygone dont les cdt^s soient assez 
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pelits pour que Terreur commise soil n6gligeable. On 
op^rera, par exemple, de la fagon suivante : soil [fig. 339) 

une ligne AB traversanl la 
courbe G dans sa plus grande 
largeur ; partageons cette 
ligne en un certain nombre 
de parties aux points G, D, 
E,..; les perpendiculaires me- 
nses par ces points k AB ren- 
contrent la courbe G aux 
points C', G^'; D^ D^'; E', 
E''...; on mesurera les lon- 
gueurs G'G", D'D", E'E^',... et Ton aura, en appelant S 
Taire cherch^e remplac^e par celle du polvgone AG'D'E^.. 
H... E'^D^'G" : 

S =-- 1 AC X G'G" + 1 CD X (G'G" -f D'D^') 



+ ^DEX(D'D" + E'E'') + 




Fig. 339. 



2 



Si, enparticulier, on cboisit les longueurs AC, CD, DE,... 
^gales entre elles, on aura : 

S=ACx(C'G" + D'D" + E^E''-h ) 

Pour nous rendre compte de Tap- 
proximation de ce proc^de, appli- 
quons-le k determiner la surface d'un 
cercle de 50 metres de rayon {fig. 340). 
Parlageons le diam^tre en 10 parties 
6gales, dont chacune aura 10 mMres. 
Fig. 340. Qjj g^^jpg^ ^videmment, d'apr^s les 

propriet^s du cercle, en metres carr^s : 




S = 20(50 -I- 21^50' - 10* + 2/50' — 20* + ^sf^ 

+ 2\/50' — 40') 
= 40 [25 + 49,0 + 45,8 + 40 + 30] = 7572. 



30' 
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Le r^sullal exact est ; 

Si Ton avail partag^ le diam^tre en 20 parlies ^gales, 
on aurait trouv^ S = 7760. 

Remarquons d'ailleurs que, dans le cas qui nous occupe, 
il n'y a pas compensation entre les diverses erreurs com- 
mises, la circonKrence ^lanl une courbe convexe. 

450. — Pour mesurer la surface d'un terrain dans 
lequel on ne pent p^n^trer, tel qu'un 
marais M {fig. 341), on Tenfermera 
dans une figure qu'on sache mesu- 
rer facilemenl, telle qu'un rectan- 
gle; on mesurera I'aire de ce rec- 
tangle el aussi celle de la portion de 
terrain comprise entre ce rectangle '' Fig. 34i. 
et le marais d'apr^s les proc^d^s in- 
diqu^s plus haut. La difference entre ces deux aires sera 
Faire cherchee. 

451. — Supposons maintenant que le terrain dont on 
doit mesurer la surface soit, non pas horizontal, mais 
situe dans un plan incline sur Thorizon. On proc^dera 
alors comme s'il s'agissait d'un terrain horizontal, en 
mesurant les longueurs sur le sol, et en se servant, pour 
mener des perpendiculaires, de I'^querre d'arpenteur, 
mais en ayant soin de planter I'equerre perpendiculaire- 
ment au sol : on s'assurera que cette condition est r6a- 
lis6e, en verifiant que le baton qui soutient I'equerre est 
perpendiculaire k deux droites quelconques trac^es sur le 
sol et passant par son pied. 

452. — Le plus souvent, lorsque Ton se trouve en face 
d'un terrain qui est dans un plan incline ou, plus g^nera- 
lement, qui affecle un relief quelconque, on se propose de 
chercher la surface de sa projection horizontale. 

On procedera, pour r^soudre cette question, comme 
nous I'avons indique lorsqu'il s'agit d'un terrain horizon- 
tal : mais il faudra : 1° savoir mesurer la distance des 
projections horizontals de deux points ; 2** 6tant donnas 
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Fig. 342. 



une ligne projet^e suivant une droite* et un point, savoir 
conslruire el mesurer la perpendiculaire men^e k la pro- 
jection horizontale de cette ligne par la projection horizon- 
lale de ce point. 

Le premier probl^me se r^soul facilemenl. Soil k me- 
surer la distance des projections horizontals A'B' de deux 
points A et B, et supposons qu'on aille du point A au 

point B en descendant {fig. 342). 
On fera comme lorsque la longueur 
AB est horizontale, mais en ayant 
soin de toujours lendre la chaine 
horizontalement. On ira ainsi de A 
en C, la chaine 6tant tendue hori- 
zontalement en AG et en G, on lais- 
sera tomber verlicalement dans le 
sol une fiche plomb^e ; puis on ira 
de G en D, la chaine etant tendue horizontalement en CD' 
et ainsi de suite. H est clair que la longueur ainsi mesu- 
r^e est la distance A'B' des projections horizontals des 
points A et B. 

Le second probl^me se r^sout tout aussi facilement. 
Soit une ligne AB se projetant horizontalement suivant 
une droite et un point G de cette ligne; fixons au point G 
r^querre d'arpenleur verticalement, et plaQons Tune des 
lignes de vis6e dans la direction de la ligne AB; la ligne 
de visee perpendiculaire k celle-lk d^terminera 6videm- 
ment, sur le terrain, la ligne qui se projette sur le plan 
horizontal suivant une perpendiculaire k la projection 
de AB ; il suffira de jalonner cette ligne pour pouvoir s'en 
servir et mesurer, comme pr^c^demment, telle portion 
qu'on voudra de sa projection horizontale. 

Si le point C 6tait ext^rieur k la ligne AB, on op^rerait 
comme dans le cas d'un terrain horizontal, en appliquant 
ce que nous venons de dire. 



1. Sur le terrain de relief quelconque, il n'y a pas, en general, de 
lignes droites : mais la ligne que Ton jalonne en tracant un alignement 
comme dans le cas d'un terrain horizontal, se projette ^videmment sui- 
vant une ligne droite. 
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§ 2. — • Lev6 de plans. 

453. — Le plan d'un terrain est une figure 6gale 
ou semblable k sa projection horizontale. 

Pour construire un plan, on dresse d'abord un croquis 
h main lev^e sur lequel on inscril les diff^renls nombres 
que Ton oblient en mesurant directement sur le terrain 
les 61^nienls n^cessaires pour I'ex^culion du plan; ensuile 
on rapporte leplariy c'esl-k-dire que Ton construit, sur le 
papier, une figure semblable h la projection horizontale 
du terrain, a I'aide des donnees fournies par le croquis. 

454. — Pour ex^cuter celte seconde operation, il fau- 
dra construire des polygones semblables k des polygones 
donnas, ce que nous avons appris a faire au livre III ; en 
particulier, il faudra reduire les diverses longueurs mesu- 
r^es sur le terrain dans un rapport donn6, ce qui se fait k 
Taide d'une ^chelle de reduction. 

Si ces longueurs sont r^duiles au cenli^me, ou au dix- 

1 

millieme, etc., on dit que le plan est k Yichelle de jKr.* 

10000' ®^^' 

1 

Si - est r^chelle d*un plan, une longueur A mesur6e 

sur le terrain devient sur le papier a = -; inversement, 

une longueur a mesur^e sur le plan repr^sente sur le ter- 
rain une longueur A = an. 

Si le nombre n est une puissance de 10, la reduction 
se fait trfes simplement ; si, par exemple, on a n= 1000, 
une longueur de A m^res sur le terrain est representee 
sur le plan par une longueur de A millim^res, et r^ciprp- 
quement. La reduction se fera done tr^s ais^ment kTaide 
4u double decimMre. 

455. — Gen^ralemenl, quelle que soit r^chelle du plan, 
on remplace le calcul par I'usage du compas pour effec- 
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luer la r^duclion, en IraQant dans un coin ou au bas du 
plan une echelle construile comme nous allons le dire. 

Soit AB la longueur qui, sur le plan, represente une 
longueur donn^e sur le terrain, par exemple, un hecto- 
metre {fig, 343) ; k la suite de AB, on porte dix longueurs 

A :b • c 

\ — ' ■ ■ ... ■ ■ . « « I 

DO 123*5678 9 10 

Fig. 343. 

egales k AB de B en C, et on uum^rote les points de divi- 
sion, et, en outre, on divise ABen dix parties Egales. (La 
longueur AB est choisie de telle fa^on que son dixi^me 
soit appreciable sans erreur sur le plan.) 

Cela etant, soit ci r^duire une longueur de 547°" ; met- 
tant Tune des pointes du compas au point de division 5, 
on mettra Tautre au point D situ^ sur AB apr^s la qua- 
tri^me division, a partir de B, mais avant la cinqui^me 
et plus pr^s de celle-ci, h. peu pr^s aux sept dixi^mes de 
leur intervalle : la longueur ainsi prise, comprenant cinq 
grandes divisions et plus de quatre petites, representera 
sur le plan une longueur de plus de 540°", eL qui, grace 
aux precautions prises, sera tr^s voisine de 547°*; h. 
r^chelle donnee, il est d'ailleurs impossible d'appr^cier 
exaclement une longueur moindre que dix metres. 

Pour trouver la longueur representee sur le terrain 
par une longueur prise sur le plan, on fera Top^ration 
inverse, en chercbant le plus grand nombre de fois que la 
longueur donn6e contient une grande division, et ensuite 
le plus grand nombre de fois que le reste contient une 
petite division. 

456. — On emploie aussi tr^s frequemment une 6che]le 
plus compliquee que la pr^c^dente et appeiee ichelle did- 
male, la precedente recevant le nom A'^chelle simple 

TraQons onze parall^les 6quidistantes, de distance 
d'ailleurs arbitraire, numerotees de k 10 [fig, 344), et 
limitees h. gauche par une perpendiculaire commune. A 
I'aide d'autres perpendiculaires communes, portons sur 
ces parallfeles des longueurs egales ^ celle qui, sur le plan, 
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repr^sente une 4islance dont on veut pouvoir appr^cier le 
cenlifeme, 100"°, par exemple, si on veut apprfcier le 
m^tre, et nuni^rotons c«s nouvelles perpendiculitires haul 
etbaadeOilO. 

Divisons la premiere parlie dea parallfeles exlrSmes en 
■ dix parties figales, el numSrotons les points de division 
sur la parallfele sup^rieure de ti 10, en sens inverse du 
num^rotage des points de division des perpendiculaires. 




Fig. 3«. 



Enfin, joignoDS I'extr^mitfi inf^rieure de la perpendicu- 
laire limite au point de division 9 ainsi oblenu sur la 
premiere partie de la parallfele sup^rieure ; de infime, joi- 
gnons le point de division de la premifere partie de la 
parall^le inf^rieure le plus voisin de I'exlr^mit^ de \a 
perpendiculaire linnite au point de division 8 de la pre- 
mifepe partie de la parallfele sup4rieure, et ainsi de suile. 
On obtient ainsi dix droites, 6viderament parallfeles entre 
elles et obliques sur les premiferes parallWes, et !a con- 
structioa de I'^cbelle est termin^e. 

Expliquons mainlenant son usage. Soil h r^duire une 
longueur de 347" r Mettons une pointe de compas sur la 
parallMe 7, indiqu^e par le cliilfre des unites k son inter- 
section avec la perpendiculaire 3 indiqu4e par le chiffre 
des cenlaines, en a; et I'autre pointe du compas sur la 
mSme parallfele i son intersection avec 1' oblique 4 indi- 
qu^e par le cbifTre des dizaines, en b : la longueur ab est 
celle qui, sur le plan, represented longueur donn^e34T°. 
En effet, elle conlient les trois divisions ac, cd, de qui 
valent chacune 100° ; en outre, les quatre divisions fy, 
gh, hi, ib qui valent cliacune 10", car elles sont Sgnles 
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chacune au dixifeme de la premiere parlie de la premifere 
parallfele; enfin, la division ef, qui, d'apr^s les propri6t6s 
des triangles semblables, 6tant silu^e sur la paraMe 7, 
est 6gale aux sept dixi^mes de e'f\ c'est-^-dire de 10°*, 
et par suite vaut 7°". 

Pour trouver la longueur representee sur le terrain par 
une longueur prise sur le plan, on fera Top^ration inverse : 
si la longueur donn^e se place, par exemple, en ran, on 
en deduira imm6diatement qu'elle repr^sente sur le ter- 
rain une distance de 292 mMres. 

L'avantage de T^chelle d^cimale sur r^chelle simple 
est Evident : k dimensions ^gales, la premiere permet 
d'appr^cier exactement une longueur qu'on ne pent appr^- 
cier qu'i vue en se servant de la premiere. 

457. — Arrivons maintenant au detail des operations \ 
faire pour dresser le croquis du plan \ construire, c'est- 
k-dire pour lemr le plan sur le terrain. 

On relive la position des points remarquables du ter- 
rain : ceux-ci sont les sommets d'un polygone qu'on 
appelle polygone topographique; les points secondaires 
sont rattachis par des triangles au polygone topogra- 
phique ; les details sont ensuite places k vue sur le plan 
avec une exactitude suffisante. 

Les courbes sont remplac^es par des polygones inscrits 
ou circonscrits de c6t6s suffisamment petits, ainsi que 
nous avons dejk eu occasion de le dire, de sorte que, fma- 
lement, on est toujours ramen6 h lever le plan d'un 
polygone. 

On pent employer ci cet effet plusieurs proced6s diff6- 
rents que nous allons d^crire successivement. 

458. Leve au m^tre. — Pour pouvoir employer ce 
procede, il faut que le terrain dont il s'agit de faire le 
plan soit de dimensions restreintes, et facile k parcourir 
et k mesurer. 

Soit k lever le plan du polygone ABGDEF (fig. 345). On 
le decompose en triangles ABC, AGF, GFl), DEF dont on 
mesure ci la chalne les cotes ; et on a tons les elements 
necessaires pour rapporler ensuite le plan. 




Fig. 345. 
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II est bien entendu, el cela sera dit une fois pour 
toules, que ce sont les distances des projections horizon- 
tales des differents points A, B, G, 
D, E, F que Ton mesure, comme 
nous Tavons indiqu6 plus haut 
(452). 

459. Leve k I'equerre d'ar- 
penteur. — Soit h lever le plan 
du polygone ABGDEFG {fig, 346). 
Menons une droite quelconque X Y, 
traversant de pr^Krence le poly- 
gene dans sa plus grande largeur, et m^me passant par 
un ou deux sommets, s'il est possible. On m^nera des 
pefpendiculaires sur cette droite par les differents som- 
mets du polygone ; on mesu- 
rera ces perpendiculaires et 
les distances successives de 
leurs pieds sur XY, et Ton 
aura tous les 616ments n6ces- 
saires pour rapporter ensuite 
le plan. Ge proc^d^ est rapide ; 
il est encore avantageux parce 

qu'il fournit toutes les donn(5es n^cessaires pour le calcul 
de la surface du terrain (448). 

n est bien entendu, comme pr^c^demment, que c'est 
en projection horizontale que Ton op^re, ainsi que nous 
avons appris k le faire (452). 

460. Leve au graphometre. — Le graphometre 
{fig, 347) est un instrument destine k mesurer les angles 
en degr^s et minutes. II se compose essentiellement d'un 
demi-cercle en cuivre divis6 comme un rapporteur, et 
appele limhe; ce limbe est mont6 sur un pied a trois 
branches, et peut prendre une position quelconque. II 
porte deux alidades k pinnules (une alidade est une r^gle 
plate terminee par deux plaques perpendiculaires ou pin- 
nules perches chacune d'une fen^tre traversee d'un fll fin) ; 
Tune de ces alidades est fixe et sa ligne de vis6e ou ligne 
de fox coincide avec la ligne 0° — 180° du limbe; I'autre 
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est mobile el sa ligne de foi passe par le centre du timbe. 
Si Ton vise un objeL'A avec I'alidade flxe, et que, une fols 
le graphomfelre fixii dans cetle position, on vise un autre 
objel B avec I'alidade mobile, il sufliradeliresurlelimbe 
Tangle indiqu^ par cette alidade pour oblenir Tangle des 




directions qui vont du centre du limbe aux deux objcts 
AetB. 

Le plan du limbe d'ua graphomttre pouvant prendre 
une position quelconque, on pent mesurer avec cet instru- 
ment un angle silu^ dans un plan quelconque. Si Ton 
maintienl le plan du limbe horizontal, ce dont on s'assu- 
reni avec un niveau h bulle d'nir, et que Ton vise avec les 
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alidades dans les plans verticaux de deux objets A et B, 
Tangle indiqu6 par rinstrument sera la projection hori- 
zontale de Tangle AOB, d^signant le centre du limbe. 
On pent done njesufer aussi facilement avec le grapho- 
m^tre up angle que sa projection horizontale : 11 est clair 
que, en levant tin plan, ce seront toujours les projections 
horizontale» des angles qu'il faudra mesurer, el non les 
angles eujf-m6mes. 

On pcut se servir du graphomMre pour lever un plan 
de deux famous distinctes : 

1** Mdihode par cheminement. — On mesure tous les 
c6t^s et tous les angles du polygone k relever, les pre- 
miers avec la chalne, le second avec le graphom^tre. Les 
points secondaires tels que M sont rattaches au poly- 
gone topographique ABGDEFG 
[fig. 348) par la mesure des deux 
angles MAB et MBA, par exemple. 

Gette methode est avantageuse 
lorsque Ton pent facilement par- 
courir le perim^tre du polygone 
topographique, et qu'il est diffi- 
cile de penetrer dans son int6- 
rieur. Dans le cas contraire, on emploie la seconde me- 
thode que nous allons maintenant indiquer. 

2° Methods par intersections. — Ghoisissons dans Tin- 
t^rleur du polygone k 
relever ABGDEFGH 
deux points K et L d'oii 
Ton puisse voir facile- 
ment tous les sommets 
[fig. 349). 

On mesure la dis- 
tance RL et les angles 
formes enchacun de ces 
points par les droites 
qui les joignent aux 
diff^rents sommets du 
polygone. II est clair que Ton a ainsi tous les elements n6- 




Fig. 348. 
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cessaires pour rapporter le plan : cbaque sommel lei que A 
esldfilerminS par rinterseclionde deux droilesKAelLA. 

On mesurera facilemenl les divers angles de sommel K, 
par exemple, en dirigeant I'alidade fixe suivant RL, et 
i'alidade mobile successivement dans les directions EA, 
EB, KG, elc. 

461. Levfi k la planchette. — Ce proc6d6 permet. 



1 




Fg 3aO 

comme nous allons le voir, d'obtenir imm^dlalcment le 
plan du terrain k reJever : mais il n'est pas susceptible 
d'une grande precision, 

hh planchette est une planche k dessiner bien dress^e, 
support^e par un pied k tpois branches ; on peut fixer 
sou plan horizonlalement, et on pent ensuile la faire 
tourner autour d'une verlicaie ou la fixer complfetement 
(A?- 330). 
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La planchette porte une feuille de papier sur laquelle 
on peut tracer les lignes avec une rfegle alidade en cuivre 
porlanl deux pinnules, le bord de la rfegle 6lanl silu6 dans 
le plan de vis^e de Talidade. 

On voit qu'on peut se servir de cet appareil comme 
d'un graphom^re : mais au lieu de mesurer les angles 
on les trace imm^diatemenl sur le papier ; il sufflt de 
placer la r^gle de fagon k viser successivement les deux 
objets A et B dont on veut determiner Tangle vu du point 
de stationnement : mais 11 faudra avoir soin de faire 
passer le bord de la r^gle par le point qui, sur le papier, 
repr6senle le point 0. 

De ce qui pr^cfede, il r^sulle imm^diatement que, pour 
lever un plan avec la planchette, on pourra employer les 
m^mes m^thodes qu'avec le graphom^tre : on procedera 
soit par cheminement, soit par intersections. 

Les distances mesur6es seront rapport^es imm6diate- 
ment sur le plan k I'aide d'une ^chelle. 

§ 3. — Nivellement. 

462. — Faire le nivellement d^un terrain, c'est 
determiner les differences de hauteur ou de niveau 
d'un certain nombre de ses points pris deux & deux 
au-dessus d^un plan horizontal fixe quelconque. 

II suffit done de savoir faire un nivellement entre deux 




Fig. 351. 

points. On se sert pour efifectuer cette operation d'un 
niveau d'cau et d'une mire. 
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Le niveau d eau(/?^.351) se compose d*un tube en fer- 
blancde 1™,40 environ, termini par deux floles en verre 
de 5^™ de diamMre environ ; ce tube est port6 par un 
pied h trois branches, et pent 6tre rendu horizontal ; on 
pent ensuite le faire tourner autour d'une verticale. Le 

tube contient de Teau color^e, 
de fagon que les fioles soient 
remplies k peu pr^s aux deux 
tiers. D'apr^s un principe connu 
de physique, les surfaces du 
liquide dans les deux fioles sont 
dans un m^me plan horizontal, 
et fournissent par suite une ligne 
de vis6e horizontale pour un 
observateur plac6 aquelque dis- 
tance derri^re Tinstrument. 
La mire {fig. 352) est une 
Fig. 352. r^gle en bois divis^e en centi- 

metres, que Ton pose verticale- 
ment sur le sol. Elle porte un voyant ou plaque de bois 
divis^e en quatre rectangles peints en deux couleurs ; la 
ligne de separation horizontale de ces rectangles est la 
ligne de foi de la mire. Le voyant pent glisser et se fixer 
le long de la mire ; une lecture donne imm^diatement en 
centimetres et en millimetres la hauteur de la ligne de 
foi au-dessus du point du sol sur lequel repose la mire. 

463. — Pour faire un nivellement simple enlre deux 
points G et D, on installe le niveau k peu pr^s k 6gale 
distance de ces deux points, et de fagon que sa ligne de 
vis6e passe au-dessus des deux points. Le porte-mire se 
place en G et d^place le voyant jusqu'^ ce que Top^rateur 
voie la ligne de vis^e du niveau passer par la ligne de 
foi de la mire ; soit Ala hauteur indiqu6e par la mire. La 
mtoe operation se fait en D, soit h' la hauteur nouveUe 
indiqu^e par la mire. Si h' est inf^rieur k A, le point D 
est au-dessus du point G, et la difference de niveau de 
ces deux points est ^videmment A — h' {fig, 353). 

464. — Si le terrain ne permet pas de faire un nivel- 
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lement simple entre deux points A et B, ou si ces points 
sont trop 61oign^s Tun de Tautre, on fait un nivellement 




Fig. 353. 



compost, en choisissant des points interm^diaires G, D,E, 
et on fait des nivellements simples successifs entre 

A et G, G et D, D et E, E et B. 

Ghaque nivellement simple se compose de deux coups 
de niveau, un coup avant dans la direction de A vers B 
du d^placement du porte-mire, un coup arriere dans le 




sens oppose. On inscrit les coups avant et arriere dans 
un tableau appele registre des nivellements et dispose 
comme il suit : 
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REGISTRE DBS NiyELLEMENTS 
Points niveles. Coups arrifere. Coups avant. 



A 


l'",05 


» 


C 


0"^,83 


2", 04 


D 


1"^,66 


2"^, 47 


E 


1^15 


0"^,43 


B 


» 


0°»,20 


Sommes. . . , 


4=^,69 


5M4 


Difference. . 


» 


0°^,45 



Soil s la somme des coups arri^re, S la somme des 
coups avant ; soil S > s, la difference S — s est la diffe- 
rence de niveau des deux points A et B et c'est le point 
de depart A qui est le plus eiev6. Si au contraire s est 
sup6rieur k S, s — S est la difference de niveau des deux 
points, et c*est le point d'arrivee B qui est le plus 61eve. 

Ces regies se justifient immediatement ; en effet, sur 
la figure, on a : 

s = Aa' + Gc'+Drf' + Ee' 
S = Gc" + D(^" + Ee'' + B6", 

et par suite : 

Cette somme est 6videmment la difference de niveau 
des points A et B. 

§ 4. — Cartes topographiques. 

465. — Quand on a lev6 le plan d'un terrain, c'est- 
^-dire quand on a construit une figure semblable k la pro- 
jection horizontale de ce terrain, on n'a pas encore ob- 
tenu une representation compile de ce terrain : son 
relief reste, en effet, complMement inconnu. 

Pour donner une idee nelte de ce relief, on fait le 
nivellement du terrain, et on inscrit sur le plan, k c6te de 
chacun des points releves, la cole de ce point, c'est-^-dire 
sa hauteur au-dessus d'un plan de projection, arbitraire- 
ment choisi, et appeie plan de comparaison. En general, 
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on prend pour plan de comparaison la surface moyenne 
de la mer id^alement prolong^e sous les continents ; la 
cote d'un point est alors sa hauteur au-dessus du niveau 
de la mer, ou simplement son altitude. Ajoutons que 
I'altilude d'un point quelconque, que nous savons deter- 
miner par une suite de nivellements, pent aussi ^tre 
obtenue directement k I'aide du baromfetre. 

Le plan du terrain compl6t6> ainsi que nous venous de 
le dire, par Tinscription de la cote de chaque point, est 
appele plan cotd. 

466. — La simple inspection d*un plan cot6 permet de 
connaitreimmMiatement la difference de niveau dedeux 
des points qui y sont marques. 

A Taide du plan cot6, on pent aussi trouver facilement 
le profil du terrain dans une certaine direction, c'est- 
^-dire la forme de la section du terrain par un certain 
plan vertical. Soit, en effet, X'X la trace de ce plan sur le- 
plan horizontal de projection {fig. 355) ; les points A, B, 
G, )3, E, F, G projetes sur X'X ont des cotes respective- 
ment 6gales a 2, 4, 5, 7, 6, 3, 1 metres. 

Si nous menons des perpendiculaires h X'X par les 
divers points A, B, ... et 
que nous prenions sur ces 
perpendiculaires des lon- 
gueurs proportionnelles 
aux cotes des points A, 
B, ..., nous obtenons une 
serie de points A', B', 
G , ..., G . 

Si Ton joint ces points 
par un trait continu, il est 
clair que Ton obtient une courbe qui repr^sente le profil 
du terrain dans la direction X'X, et cela avec d'autant 
plus d'exactitude que les points A, B, G, ... sont plus rap- 
proch6s les uns des autres. 

467. — On emploie le plus souvent un autre proc^d6 
que celui que nous venous de decrire, pour indiquer sur 
le plan le relief du terrain. 

18. 




Fig. 355. 
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On trace sur le plan des cqurbes de niveau, c'est-4-dire 
les intersections de la surface du terrain par des plans 
horizontaux, ou encore, par consequent, les lignes lieux 
g^om^triqiles des points du terrain qui out une m^me cote. 

On obtient ainsi une carte topographique. 

En general, on repr^sente les courbes de niveau qui 
correspondent i des cotes rondes ^quidistantes , par 
exemple, 5"^, 15", 20"^, 

La difference constante entre deux cotes cons^cutives 
s*appelle Y Equidistance. 

Sur les cartes de Vetat-major frangais, k Techelle de 

1 
jjrTTT^, requidistance est de 20"* ; elle est de 40°* sur les 

1 

cartes k r^chelle de oqqqq * • 

Une carte topographique permet de construire imme- 
diatement le profll du terrain dans une direction quel- 
conque. La trace du plan vertical qui contient la coupe ren- 
contre, en effet, les courbes de niveau en un certain nombre 
de points dont on a immediatement les cotes ; il ne reste 
plus qu*^ appliquer la construction du num^ro precedent. 
468. — La simple inspection d'une carte topographique 

permet de se rendre compte tr^s 
exactement de la forme d'un terrain, 
d'aprfesla disposition de ses lignes de 
niveau. 

D'abord il est clair, en vertu de ce 
qui a ete dit plus haut, que la pente 
d'un terrain est d'autant plus rapide 

Fi 356 ^^® ^^^ lignes de niveau sctot plus 

*^* * rapprochees les unes des autres. 

One Eminence du terrain est representee par une figure 
telle que la figure 356. Le point le plus eieve, ou som- 
met, est marque et cote specialement. 

Une ligne de faite ou de par Cage des eaux est la ligne 
des points les plus eieves entre deux valiees; un thalweg 
(mot allemand, qui signifie route de la valiee) est la ligne 
des points les plus bas d'une valiee. 
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Dans la figure 337, les lignes FF', LCDA sont des 
lignes de fatte; les lignes 
TOT', TOT" sonl des 
thalwegs. 

Les caract^res auxquels 
on reconnalt sur la carle 
ces.diverses lignes sans 
qu'elles soient traces 
sont6vidents d'aprfesleur 
dSiinilion. 

Le point de rencontre 
d'uneligne de falteet d'un 
thalweg est un col. Les 
points D el E de la figure 
337 soDl des cols ; its soul 
col^s sp^cialement de mfime que les sommets A, B C 

469, — En g^n^ral on suppnme les courbes de niveau 
sur les carles, el on les 
pemplace par des hacku 
res.ieshachuressoDldes 
perpendiculaires ou nor 
males aux courbes de ni 
veau consScutives tra 
c^es par series entre ces 
courbes deux k deux On 
laisse, par convenlion 
enlre deux hacbures con 
sSculives un inlenalle 
6gal au quart de leur lon- 
gueur, et on grossit un 
peu les hachures les plus 
courtes. On s'arrange de 
fa^on que les diverses s^i 
trSmiles distinctes. 

Les hachures ne sonl autre chose que les projections 
sur la carle des lignes de plus grande penle du terrain. 

La ligure 358 est la Ilgure 337 dessin^e avec des ha- 
chures. On reconnail tout de suite que les lignes de ui- 




Fig. 35S. 

s de hachures aient leurs ex- 
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vcau, quoique non trac^es, sent visibles, comme s^parant 
les di verses series de hachures. 

La pente du terrain est d'aulant plus rapide, avons- 
nous dit, que les courbes de niveau soul plus rapprochees, 
el par suite que les hachures sonl elles-memes plus rap- 
prochfies et plus grosses, el produisent par consequent 
sur la carle une leinte plus tonc&e. 

Les lignes de falte, les thalwegs el les cols se pecon- 
isi facilement sur une carte k hachures que 
e carle h courbes de niveau. 



470. — Au lieu de mesurer les longueurs ou les angles 
sur un plan, il est pr^Krable, quand on veuL obtenir un 
rfisultal precis, de se servir de la Irigonomfilple. Nous 
allons trailer successivemcnl quelques problfemes irfes 
simples qui se pr^senlenl souvent sur le terrain, el qui 
rournissent des applications int^ressanles. 



PitOBLEMB I 

Calculep la bantear d'nne tonr on d'un arbre dont 
le pied eat accessible [A^ 359). 

Soil B le Eommel de la lour 
ou de I'arbre, el G sa projec- 
tion sur le terrain suppos6 ho- 
rizontal. Plagons-nous avec un 
graphomfetre en un point A; 
mesurons Tangle BAG et la dis- 
tance AG. Dans le Iriangle rec- 
tangle ABC, on aura : 
BG = AGlgA. 

A la hauteur ainsi calcuMe, 
on devra d'ailleurs ajouler la 
hauteur du graphom^tre. 
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Exemple. — Legraphomfetreal",23;onaAC^=57",8o 
Ct B=43",r. 
On Irouve pour la hauteur de la tour S5",4i. 

Probleme n 

CalcDler la hauteur du sommet d'un Edifice ou 
d'une montagne dont le pled est inaccessible [fig. 360). 

Soil A le sommet de I'edifice ou de la monlagne, et B sa 
projection, supposSe inaccessible, sur le terrain horizontal. 

Mesurons une base CD et les angles ACB, ADB, ACD, 
ADC. 

Le triangle ACD donne : 

AG^CDXjj^;-^^. 

avecCAD = 180° — AfiD—AbC; le triangle ACB donne 
ensuite : 

„sin ADC X sin ACB 



AB = AC8inAGB = CD- 



siu CAU 




Fig. SflO. 

On aurail de mfime : 

,„ „^sin ACD X sin ADD 
Sin CAD 

ce qui foumira une v^riUcation. 
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A la hauteur ainsi calcul^e, on devra d'ailleurs ajouter 
la hauteur du graphomMre. . 

PROBlilME III 



Galculer la distance d^un point B & un autre A 
suppose .inaccessible, mais visible {fig. 361). 

On mesurera une base BG, 
ainsi que les angles ABC, 
BCA. 

Le triangle ABC donnera 
alors : 

BG sin BCA 

^^~: sin BAG ' 
Fig. 861. BAG = 1 80° — ABG — BCA. 




Probleme IV 



Galculer la distance de deux points A et B inac- 
cessibles, mais visibles {fig. 362). 

Mesurons une base CD, qui n'a pas besoin d'etre dans 

un m6me plan avec AB; 
mesurons aussi les angles 

ACB, ACD, BCD, ADB, 

ADC, BDG. 
Le triangle AGD donne : 

^^ sin ADG 

^^ ~ ^^ sin GAD' 

CAD=180°— ADG— ACD; 

le triangle BCD donne 
aussi : 




BG = GD 



sin GBD' 



GBD = 180'* — BDG — BCD. 



! 
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Eiifin, le triangle ACB donne : 

AB' = AG' + BG* — 2AG X BG X cos AGB 

rsin^ ADG ■ sin'BDG 
■" ^^ Lsin* GAD "^ sin« CBD 

sin ADG sin BDG cos ACB i 

^ sin CAD sin GBD J' 
d'oti : 

,^ ^^. /sin«ADG , sin« BDG „ sin ADG sin BDG "IT 

V sin* GAD sin* GBD sin GAD sin GBD 

On aurait de m6me, en se servant du triangle BGD . 

,„ ^^. /sin>AGD , sin* BGD ^ sin AG D sin BGD TT" 

AB=GD\/ . ,^,T^ + ' «nDi^ — ^ r^An • nor. ^QS ABB, 

V sin' GAD sin' GBD sm CAD sin GBD 

ce qui fournira une verification. 

Exempk, — 00=245"^. 

ACB = 30H 5', a6d = 105^25', B^D = l^HV, 
ADB==:27«8', ADG= 60^20', BDG = 87°28'. 

On a d'abord : 

GAD=14M5', CBD = 17^22'; 

et Ton trouve par la premiere formule : 

AB=44i"»,7, 
el par la seconde : 

AB=441»,8. 



TABLE DES IMS TRMOHETRIQUES 

DES ANGLES DE 0* A 90* 
AVEO QUATRE DECIMALES 



TABLE DES L1GNE8 THIGONOUgTlUOUE! 
0' A. B'. 



Ad|1.. 


SiDDI. 


1 

SiDDl' 


T.nt. 




_J 

VtliDDl' 


CkIodi. 




0" 


OOOO 


(C 


0000 


<o 


..0000 


10000 


90" 


lo' 


003<) 


343,775^ 


0029 


343,7737 


I ^0000 


I ! 0000 


5o' 




0058 


171,8883 


ao58 


171,8854 






40' 


3o' 


0087 


1. 4,5-030 


0087 


■14,5887 


.,0000 


I.OUOO 


3o' 


.'|0' 


0116 


8S,9^56 


0116 


85,9398 




0,9999 




5o' 


0.4s 


68,7574 


0145 


68,750. 




o,9999 




1" 


0175 


57.^987 


0,75 


57,2900 




0,9998 


89" 




oao4 


49, "141 


0204 


49.t<'39 


1 ,0002 


0,9998 


5o- 




oa33 


42,9757 


oa33 


42,964. 




0,9997 


4o- 


3o' 


0262 


38,2oi6 


0262 


38,1 885 


i,ooo3 


0-9997 


3o 


4o- 


0291 


34,3823 


0291 


34,3678 


1 ,0004 


0,9996 




5o- 


032O 


31,2376 


o32U 


3i,24i6 


i,ooo5 


0,9995 




8° 


0349 


28,6537 


0349 


28.6363 




0.9994 


88" 




0378 


26,45o5 


0378 


26,43.6 


1,0007 


0,9993 


5o' 




0407 


24,5621 


0407 


24,5418 


1,0008 


0.9992 


4o' 


3o' 


04 3B 


22,9256 


0437 


22,9o38 




0,9990 


3o' 


4,V 


o465 


21,4957 


o466 


21,4704 








5o' 


"494 


20,23d3 


0495 


2o,2o56 








3" 


o523 


19,1073 


o524 


'9,08.1 


1,0014 


0.9986 


87" 




o552 


18,1026 


o553 


.8,0760 




0,9985 


5o' 


ao' 


o58. 


■7, '984 


o582 


.7,1693 


1,0017 


0,9983 


4»' 


3o' 


06 ro 


.6,38o4 


0612 


.6,349!. 


1,0019 


0,998. 


3o' 


4o' 


ofl4o 


1 5,6368 


o64i 


.5,6048 


1,002. 


0,9980 




5o' 


ofifig 


14,9579 


0670 


'4,9=44 


1,0032 


0.9978 




4- 


0698 


14.3356 


0699 


.4,3007 


1 ,0024 


0,9976 


86° 




0727 


i3,763i 


0729 


13,7267 


.,0027 


0.9974 


5o' 




075s 


.3,2347 


0758 


13,1969 


1,0029 


"■997' 


4o' 


3o' 


0785 


12,7455 


0787 


.2.7062 


i,oo3i 


0,9969 


3o' 


4o; 


0814 


.2,2913 


0816 


12,25o5 


1, 0033 


".9967 






0843 


11,8684 


0846 


1 .,8262 


..oo36 


o,99B4 




S" 


0872 


",4737 


0875 


..,43o. 


.,oo38 


0,9962 


85" 




CosiMJ. 


1 


1 


Th|. 


1 


Sio.. 


An(l.. 



TABLE DES LICNKS TRlGONOMeTRlQUES 
5- & 10". 



ADjIe. 


SJom. 


1 


Th{. 


TiD,.- 


1 

GOSIDDI 


COSJDII. 




5» 


0872 


11.4737 


0875 


i.,43oi 


.,oo38 


996a 


SS" 




090 r 


11,1045 


0904 


11,0594 




004. 


9959 


So' 




0929 


.0,7585 


0934 


io.7"9 




0043 


9957 


4o' 


3o' 


og58 


10,4334 


0963 


io,3854 




0046 


9954 


So' 


!\"- 


0987 


.0,1275 


0992 


10,0780 




0049 


995 r 




5o 


1016 


9.8391 




9,7882 




oo52 


9948 




6' 


.a45 


9,5G68 


io5i 


9,5.44 




oo55 


9945 


84° 




1074 


9,3092 


1080 


9,2553 




oo58 


9942 


5o' 




■ io3 


9,o652 




9,0098 




0061 


9939 


4o' 


3u' 


[i3a 


8,8337 


T,39 


8.7769 




oo65 


9936 


3o; 


4o' 


1161 


8,Gi38 




8,5555 




00G8 


9932 




ha 


1 190 


8,4o47 




8,3450 




0072 


9939 




7- 




8,2o55 


1228 


8, .443 




0075 


9925 


83» 




1248 


8;oi56 


1267 


7,9530 




0079 


9922 


5o' 




.276 


7,8344 


1287 


7.77''4 




0082 


9918 


4o' 


3o' 


i:)o5 




.3.7 


7,5958 




0086 


9^4 


3o; 


4o' 


1334 


7.4957 


i346 


7,4287 




0090 


9^ii 




So' 


i3G3 


7,3372 


137G 


7,2687 




0094 


9907 




B" 


,392 


7,i853 


.4o5 


7,. .54 




009S 


99'>3 


82° 




i4ai 


7,o3!)(> 


;435 


6.9682 






9S9!) 


So' 




li'ig 


6,8998 


1 465 


6,8269 




0107 


9894 


4o' 


3o' 


,478 


6,7GS5 


,495 


6,6912 




OlII 


9''9'> 


33' 


40' 


1 507 


6,G363 


l524 


6,5Go6 




0.16 


988(i 




5o 


■ 536 


6,5i2. 


.564 


6,4348 






988. 




9" 


i5G4 


6,3925 


1 584 


6,3i38 




0125 


9877 


81" 




.593 


6,2772 


,6.4 


6, .970 




0129 


9872 


5o' 




iG2a 


6,iG6i 


.644 


6,0844 




0.34 


9868 


40' 


3o' 


i65o 


6,o58o 


1673 


5,9758 




oi3!i 


9863 


H 


I0' 


iG7() 


3,9554 


1703 


5,8708 




0.44 


9858 




5o' 


1708 


5,8554 


1733 


5,7694 




0.49 


9853 




10" 


,73G 


5,7588 


.763 


5,6713 




oi54 


9848 


80" 




Cosiois. 


i 


1 


Ti»(. 


1 


Sioa.. 


ADile. 



ANGLES DE O" A 

10° A 15'. 



Aii[lt. 


Sinai. 


1 

Slnit' 


T«t. 


i 
lift' 


_j 

Ciiious 


COliDDI. 




10? 


1736 


5,7588 


.7G3 


5,67:3 


.,o'54 


9848 


80" 




>765 


5,6653 


1793 


5,576/, 


.,0.60 


9843 


5o' 




■ygA 


5.5749 


1823 


5,4845 


.,o'65 


9S3S 


4o- 


3o- 


1822 


5,4874 


.853 


5,3955 


1,0170 


9833 


3o 


4o' 


■85i 


5,4o2G 


.883 


5,3093 


.,0176 


9827 




5o 


1880 


5,32o5 


'9"4 


5,2-i57 


.,0.8. 


9822 




11° 


1908 


5,2408 


'9V( 


5,.446 


.,0187 


98'6 


79=> 




■937 


5,i636 


'974 


5,o658 


.,0193 


981. 


5o' 




.9fi5 


5,0886 


2004 


4,9894 


t,oi99 


9805 


40' 


3o' 


'994 


5,„.59 


2o35 


4,9i52 


.,o2o5 


9799 


3o 


■W 


aoaa 


4,9452 


2oG5 


4,843o 


.,021. 


9793 






205l 


4,8765 


2oq5 


4,7729 


1,02.7 


9787 




12" 


2079 


4:8097 


2.26 


4,7046 


.,0223 


978. 


78" 




S.08 


4,74^8 


2156 


4,6382 


I,023o 


9774 


5o' 




2i3G 


4,68.7 


2 '86 


4,5736 


i,o236 


97"9 


40' 


3o' 


i.64 


4,620a 


2217 


4,5.07 


1,0243 


9763 


3o' 


4o' 


2193 


4,56o4 


2247 


4,449* 


,,0249 


9757 




5o' 




4,5o22 


2278 


4,3897 


i,o256 


97^0 




13" 


2250 


4,4454 


23o9 


4,33.5 


1,0263 


9744 


77° 




2278 


4,390. 


2339 


4,2747 


.,0270 


9737 


5o' 




23ofi 


4,3362 


2370 


4,2.93 


1,0277 


9730 


4o' 




2334 


4,2837 


2401 


4, .653 


.,0284 


9724 


3o; 




2363 


4,2324 


2432 


4,.. 26 


.,0291 


97'7 




iio' 


23g. 


4,1834 


2462 


4,061. 


',0299 


9710 




14° 


24'9 


4.. 336 


2493 


4,0.08 


i,o3o6 


97of 


76° 




2447 


4,o85!) 


25s4 


3,96.7 


.,o3i4 


96!)fi 






2476 


4,o3t)4 


2555 


3,9i36 


l,o32. 


gfiSo 


40' 




25o4 


3,99^<l 


258(> 


3,8667 


>,o329 


968. 


3o' 




2532 


3,94!)5 


26,7 


3,8208 


.,0337 


9fi74 




5o' 


25Go 


3.906. 


2648 


3,7760 


1,0345 


9667 




15" 


2588 


3,8637 


2679 


3,7321 


i,o353 


9659 

0, 


75° 




Colions. 


1 
Cosinui' 


Tint,* 


Tinj, 


1 


Sinoi. 


Aiifl., 



TABLE DE8 MGNHS TRlliUNOUl^TRigL'ES 

15" & 20'. 



Ad|I.. 


Sisu. 


1 

SlDDl' 


T»i[. 


i 

Til,; 


1 


Go) DOS 




IS* 


a588 


3,8637 


2679 


3,7321 


i,o353 


96=9 


75° 




a6i6 


3,8222 


2711 


3,6891 


i,o36. 


9632 


5o 




21544 


3,7817 


274a 


3,0470 


i,o369 


9^41 


4o 


3o' 


2672 


3,7420 


2773 


3,(io59 


■.o377 


q6Jt» 


3o 


4o- 


2700 


3,7o32 


a8o5 


3,5656 


I.0386 


9628 




bo 


2728 


3,6G52 


2836 


3,52G( 


■,o394 


96 1 




IS" 


2,56 


3,6280 


28G7 


3,4874 


i,o4o3 


9'> 3 


74" 




2784 


3,S9'5 


2899 


3,4495 


i,o4»2 


9605 


5o 




2S12 


3,5559 


293. 


3,4124 


1, 0421 


95q6 


4o 


3o' 


2840 


3,52o9 


2962 


3.3759 


r,o429 


J 88 


3o 


4o' 


28GS 


3,48G7 


5994 


3,3402 


1,0439 


9080 




5<,' 


2896 


3,4532 


3o26 


3,3o52 


■,o448 


9 72 




17" 


2924 


3.4203 


3o57 


3,2709 


1,0457 


9ib3 


73" 




2962 


3,388i 


3089 


3.2371 


i,o466 


9555 


5o 




2979 


3,3565 


3l2I 


3, 204 1 


1,0476 


954G 


40 


3o' 


3007 


3,3255 


3i53 


3,17,6 


r,o485 


9537 


3o 


^o 


3o35 


3.2(»5r 


3.85 


3,i397 


1,0495 


9 28 




So- 


3o6a 


3.2fi53 


32.7 


3.(08.1 


i,o5o5 


950 




le- 


3090 


3,23G. 


3249 


3,0777 


i,o5i5 


95ii 


78° 




3.18 


3,ao74 


328 > 


3,0475 


r,o525 


9500 


5o 




3.45 


3,179a 


33.4 


3,0.78 


i,o535 


9492 


4o 


3o' 


3.73 


3,i5i5 


3346 


2,9887 


i,o545 


9483 


3d 


j°'. 


320, 


3,1244 


3378 


2,9600 


i,o555 


94 4 






3228 


3, 0977 


34.. 


2,93.9 


1.0566 


9465 




19° 


3256 


3,o7«G 


3443 


2,9042 


ifbtj 


9455 


71' 




3283 


3,o458 


3476 


2,8770 


9446 


5o 




33ii 


3,0206 


35o8 


2, 8502 


i',o598 


9436 


40 


3o' 


3338 


2,9957 


354. 


2,8239 


i,oGo8 


9426 


3o 


4o- 


3365 


2,97 '3 


3574 


2,7980 


1,0619 


J4 7 




So' 


3393 


2,9474 


3607 


2,7725 


i,o63i 


9407 




20" 


3420 


2,9238 


364o 


2,7475 


1,0642 


9397 


70° 




Coiintt, 


1 

CMiMi" 


1 


Tia(. 


Siom' 


Sddi 


An;le 



BES ANGLES DE 0' A 90°, 

80' d 25'. 



knk. 


imi. 


Smius' 




1 


1 
Goijgar 


COSIDUI. 




30" 


3420 


2,9238 


364o 


2,7475 


1,0642 


9397 


70" 




3448 




36,3 




7228 


r,o653 


9387 


5o 






3475 


3.8779 


3706 




6985 


i,o665 


9377 


4o 




3o' 


35oa 


2,8555 


37^9 




6746 


1,0676 


9367 


3o 




io' 


3529 


2,8334 


3772 


2 


65ii 


.,0688 


9356 






5o' 


3557 


2,8.17 


38o5 




6279 


1,0700 


9346 






21" 


3584 




3839 




6o5i 


1,0711 


9336 








36i. 




3872 




5826 


1,0723 


9325 


5o 






3638 


2,7488 


3906 




56o5 


1,0736 


93.5 


40 




3o' 


3665 


2,7285 


39^9 




5386 


.!'.748 


93o4 


3o 




4o' 


3G9a 


2,7085 


3973 






1,0760 


9293 






5o' 


37'9 


2,6688 


4006 




'lf|6o 


1,0773 


9283 






22° 


3746 


2.6695 


4o4o 






1,0785 


9272 


68 


• 




3773 


2,65i>4 


4074 




4'15 


.0798 


9261 


5o 






38oo 


2,63i6 


4108 




■'.^2 


i,o8m 


925o 


4o 




3o' 


3827 


2,6i3i 


4142 




/,,i2 


1,0824 


9239 


3o 




4o' 


3854 


2,5949 


4.76 




3945 


i,o838 


9228 






5o' 


388i 


2,5-70 


4210 




3750 


i,o85o 


9216 






23° 


3907 


2,5593 


4245 




3559 


1, 0864 


92o5 


6" 






3934 


2,5419 


4279 




3369 


.,0877 


9194 


5o 






3961 


2,5247 


43.4 




3i83 


1,0891 


9182 


4o 




3o' 


3987 


2,5078 


4348 


2 


2S!)8 


1,0904 


9171 


3o 




4o' 


4<"4 


2,49.2 


4383 




2817 


.,0918 


91^9 






5o' 


404 1 


2,474s 


41.7 


2 


2637 


1,0932 


9' ^17 






24" 


4067 


2,4586 


4452 




24fio 


1,0946 


9 '35 


ee 






4ofl4 


2,4426 


4487 




2286 


1,0961 


9.24 


5o 






4120 


2,4269 


4522 




21 j3 


,,0975 


9112 


40 




3o' 


4147 


2,41.4 


4557 




1943 


1,0989 


9100 


3o 




4"' 


4.73 


2,3961 


4592 




1775 


1,1004 


9088 






5o' 


4200 


2,38 1. 


4628 




1609 




9075 




25° 


422G 


2,3662 


4663 


= 


.445 


I;!o34 


9o63 

0, 


65° 




CtliDIl. 


1 


Tiii^" 


Tinf, 


1 

Sinus 


^Idus, 


Anfle. 



r 



TADLIi DES LtiiNES TIUCONOMfiTRlO UES 



hl\>. 


SlDUl. 


1 
Sinus' 


Ti=E, 




i 

CoiiDUf' 


Colinu^ 




25° 


4aa6 


2,366^ 


4663 


2,1445 


,,io34 


9063 


65<> 




4253 




35i5 


4699 


2.1283 


i,.o49 


905. 


So' 




4379 




337, 


4734 


a,ii23 


.:io64 


9o38 


40' 


3i>' 


43o5 




322B 


477<' 


2,0965 


i,'079 


9026 


3o- 


4o' 


/i3:i. 




3o88 


480G 


a.oSoo 
2,o655 


I'llt 


90,3 


ao' 


5o' 


4558 
4384 




2!)5i) 


484' 




9001 




26° 




2813 


4877 


2,o5o3 


i^iiaO 


8988 


64'- 




M>n 




aB77 


49.3 


2,o351 




897S 


5o' 




4436 




a543 


4950 


2,oao4 


I, 1158 


8962 


4o' 


3o' 


44fia 




24.2 


49813 


2,0067 


,,.174 


89^9 


3o' 


4"' 


4488 




aaSa 


5o32 


t,99'2 


1,1190 


8i|36 






45il 




2i53 


5059 


19768 


1,1207 


8923 




27« 


45 lo 




ao27 


5095 


1,9626 


1,1323 


89.0 


63° 




1^B6 




1902 


5i39 


>.9l86 


,,.240 


8897 


5o' 




459i 




'77!l 


5169 


■,0^47 


>,C257 


8884 


4o- 


3o 


46.7 




■6r.7 


5206 


1,9210 


I,,274 


8870 


3o; 


4o 


41' '41 




.537 


5243 


1,9074 


i,l2gi 


8807 




^o 


4GM 




i4.8 


5280 


1,8940 


1,1 3o8 


8843 




28° 


4Gq-. 


3 


r3ni 


53.7 


1,8807 


1, 1 326 


8829 


68» 




473" 




1185 


5354 


1,8676 


[,.343 


88>J> 


5o' 




474i> 






539a 


1,8546 


.,i36i 


H8n2 


4o- 


1o 


477- 




0!|57 


5430 


r,84<8 


■,■379 


8788 


3o' 


4o 


4797 




oSflti 


54G7 


i.Sas,. 


',■397 


8774 




■Sn 


4H23 




073G 


55o5 


1,8 r 65 


i,i4'5 


8760 




29° 


4846 




0637 


5543 


i,8o4« 


i,.434 


8746 


61° 




487', 




o5,<, 


558 1 


'.79'7 


...452 


8732 


5o' 




489<i 




04.3 


561!) 


■,7796 


i,,47> 


87.8 


4o- 


3o 


4q''4 




o3o8 


5658 


■ ,7675 


',>49'i 


8704 


3o 


4c, 


4910 




D204 


56q6 


1,7656 


i,.5o9 


86S9 






4975 






5735 


■.7437 


1,1538 


8675 




80° 


5uoo 


^ 


0000 


b773 


1,7321 


1,1 54 7 


Sfifio 

1, 


60° 




Ctsiii!. 


ColiDDi' 


1 


Tiif. 


1 

Sinii5' 


Si.. 


hnk. 



DE3 ANCLES DB 0" A 90°. 

30° i 35'. 



Ai[k 


&ilDI. 


1 


Tin(. 


1 


1 

Cosmni 


Cn\m. 




30» 


5oi>o 


2,0000 


5773 


1,7321 


1, 1547 


8GG0 


60° 






l.t)t)00 


58.2 


1,7205 


i,i5GG 


8G46 


5o' 




5i>5o 


1,980. 


585. 


1,7090 


1,1 586 


863 1 


4o' 


3o'. 


5075 


1,9703 


5890 


1,6977 


1,1606 


86.6 


3o; 


4»' 


Sioo 


.,9606 


5930 


1,6864 


.,.G26 


8601 




So' 


5i95 


i.ar,.. 


5969 


1,6753 


1, 1646 


858, 




3f 


5.5o 


i,9if6 


6009 


1,6643 


.,tG66 


8572 


BB" 


lo- 


5,75 


1,9323 


6048 


1,6534 


.,1687 


8557 


So- 




5200 


i,923o 


G088 


1,6426 


1,1707 


8542 


4o- 


3o' 


5225 


i-9>39 


6.28 


1.63.9 


.,1728 


8526 


3o' 


lid 


5a5o 


i,9'>48 


fii68 


1.62.2 


1.1749 


85ii 


2o' 


bo 


5275 


1,8959 


6208 


i,Gio7 


1. 1770 


8496 




32" 


Saijg 


,,887. 


62ii9 


.,6ou3 


1,1792 


84fio 


BS" 




5324 


.,8783 


6289 


.,5900 


I,i8i3 


8465 


5o' 




5348 


1,8697 


G33j 


1,5798 


i,,835 


84 5o 


4"' 


3o' 


5373 


r,86i2 


637. 


.,5697 


...857 


8434 


3o' 


4o' 


5398 


.,8527 


64.2 


..5597 


1,1879 


84.8 




5o' 


5422 


1.8443 


G453 


',5497 


1,190. 


84o3 




33° 


5446 


1,836. 


649^ 


■,"99 
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